LECCIONES DE
GEOMETRIA DIFERENCIAL

GUILLERMO GALLEGO

”""HI:



1Imagen de portada: El gedgrafo y el naturalista, por Adriaen van Stalbent



LECCIONES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

GUILLERMO GALLEGO

Funciones de Morse y el teorema sobre la caracteristica de Euler, por A. Fomenko

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD AUTONOMA DE MADRID

Email: guillermo.gallego@uam.es URL: https://guillegallego.xyz


mailto:guillermo.gallego@uam.es
https://guillegallego.xyz




Los encantos de esta ciencia sublime
tan sélo se revelan en toda su belleza a
aquellos con el valor para profundizar

en ella.

Gauss






Indice general

Capitulo I. Fundamentos de variedades diferenciables

1. Variedades diferenciables: definicién y ejemplos

El espacio tangente

Fibrado tangente y fibrados vectoriales

Célculo tensorial

Orientaciones, integracion de formas y teorema de Stokes
Campos y flujos

NS ok W

Distribuciones, foliaciones y el teorema de Frobenius

Capitulo II. Topologia algebraica en variedades

8. Cohomologia
9. Teorfa de Morse y teoria del grado

Capitulo III. Geometria riemanniana

10. Métricas riemannianas

11. Simetrias y estructuras geométricas

12. Curvatura intrinseca

13. Curvatura extrinseca: Curvas planas
14. Superficies en el espacio

15. Geometria riemanniana intrinseca

16. La conexién de Levi-Civita

17. Geodésicas y aplicacién exponencial

18. Curvatura de una variedad riemanniana

Capitulo IV. Algebras y grupos de Lie

19. Algebras de Lie
20. Grupos de Lie

Capitulo V. Fibrados principales

21. Fibrados principales

22. Extensiones, reducciones y estructuras geométricas
23. Conexiones

24. Curvatura

Capitulo VI. Holonomia y espacios de curvatura constante

25. Holonomia y conexiones planas
26. Geometria a la Cartan
27. Formas espaciales

Capitulo VII. Introduccién a las clases caracteristicas

28. Polinomios invariantes
29. El homomorfismo de Chern—Weil
30. El teorema de Chern-Gauss—Bonnet

Capitulo VIII. Un poco de analisis global

[CTIF S

10

18
20

25
25
31

37
37
39
41
42
45
48
51
53
55

59
59
61

67
67
70
73
76

79
79
81
84

87
87
90
93

95






Capitulo 1

Fundamentos de variedades diferenciables

1. Variedades diferenciables: definicién y ejemplos

DEFINICION 1.1. Un sistema de coordenadas de dimensién n en un espacio
topoldgico M es un par (U,x) formado por un abierto U C M y un homeomorfismo
x:U — x(U) CR", con (U) C R™ un subconjunto abierto.

Una variedad topologica de dimension n es un espacio topolégico M Hausdorff
y que cumple el segundo axioma de numerabilidad, y tal que, para todo punto x € M,
existe un sistema de coordenadas (U, ) de dimension n con z € U.

Dados dos sistemas de coordenadas (U, x) y (V, y), se denomina funcién de transicion
a la aplicacién (continua) ¢y : oy~ ! : z(U)Ny(V) — x(U)Ny(V). Los sistemas (U, x)
y (V,y) son diferenciablemente (resp. C", resp. C*°) compatibles si las funciones
de cambio de coordenadas pyy v gyvy = cp(;%/ son diferenciables (resp. C", resp C*°).

Un atlas diferenciable (resp. C", resp. C*) es un conjunto de sistemas de coor-
denadas A = {(U,, x)}, diferenciablemente (resp. C”, resp. C°°) compatibles dos a dos,
y de modo que M = |J, Us. Un atlas es mazximal si cualquier sistema de coordenadas
compatible con sus elementos pertenece a él.

Una variedad diferenciable (resp. C", resp. C*°) (M, Aps) es un par formado por
una variedad topolégica M y un atlas diferenciable (resp. C”, resp. C*°) maximal Ay;. En
un abuso de notacién, nos referimos a una variedad diferenciable (M, .Ajs) simplemente

como M a su vez, el atlas Ajp; se denomina la estructura diferenciable de M.

1.2. A lo largo del texto, generalmente asumiremos que todo es C'™°. Asi, salvo que
se especifique lo contrario, compatible querra decir C*°-compatible, variedad diferenciable
querré decir variedad C*°; etc.

1.3. Notese que la dimensién dim M de una variedad diferenciable conexa M estd bien
definida. En efecto, si dos abiertos U C R" y V' C R™ son difeomorfos, entonces n = m,
ya que la diferencial de un difeomorfismo U — V es un isomorfismo lineal R® — R™.
Lo mismo también es cierto si reemplazamos difeomorfismo por homeomorfismo, pero el
mismo argumento no sirve. Como veremos en los capitulos posteriores, la dimensiéon de
un espacio euclidiano puede caracterizarse con su homologia (o equivalentemente, con su

cohomologia con soportes compactos).

DEFINICION 1.4. Sean M y N dos variedades diferenciables. Una aplicacién f : M — N
es diferenciable (resp. C", resp. C°) si, para cualesquiera dos sistemas de coordenadas
(U,x)en My (V,y) en N, con f(U) C V, la aplicacién yo fox™! : z(U) C R™ — y(V) C
R™ es diferenciable.
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1.5. El haz de estructura. Dada una variedad diferenciable M, se define su anillo

de estructura como el anillo
C*(M):={f: M — R: f es diferenciable} .

Mas generalmente, para cada subconjunto abierto U C M, podemos considerar el anillo
C®U):={f:U = R: f es diferenciable} .

SiU C V C M son subconjuntos abiertos, tenemos una aplicacién de restricciéon C*>° (V') —
C>*(U), f — f|u. Se dice entonces que la asignacién U +— C*°(U) determina un funtor
contravariante de la categoria de los abiertos de M con sus inclusiones a la categoria de
R-algebras'. Dicho funtor se denota por C37 v se denomina el haz de estructura de M.

Es posible recuperar la estructura diferenciable del haz de estructura. En efecto, basta
decir que un sistema de coordenadas (U, x) estd en el correspondiente atlas maximal si y
s6lo si, para toda funcién diferenciable f : R" — R, la composicién flypyoz: U — R

pertenece al anillo C*°(U).

1.6. Ejemplos y no-ejemplos.

1.6.1. El ejemplo por antonomasia de variedad diferenciable es el espacio R™ con su
estructura diferenciable estdndar: el atlas maximal estd formado por los pares (U,idy),
donde U C R" es un abierto.

1.6.2. Si M es una variedad diferenciable, entonces cualquier subconjunto abierto suyo

U C M hereda una estructura diferenciable
AU = {(U N Uaawa’UﬂUa) : (Uomxa) S AM} .

1.6.3. Si f : M — N es una aplicacién diferenciable, entonces su grafica

G(f) =A{(z,y) e M x N :y = f(x)}

es una variedad diferenciable de dimensién igual a la dimensién de M, con el atlas maximal
que contiene al conjunto de cartas

{((Ux N)NG(f), (2, f(x)) = z(2)) : (U,z) € Ap}

1.6.4. La esfera n-dimensional S™ es naturalmente una variedad diferenciable, con el
atlas maximal que contiene a las cartas (U; = S™ \ x1,x1) y (Uz = S™ \ p2, x2), donde z
y x2 son dos puntos distintos de S™ y x; : S™ \ x; — R"™ es la proyeccién estereografica
con respecto al punto z;, para i =1, 2.

1.6.5. El conjunto M, (R) de las matrices reales n x n forma un espacio vectorial de
dimensién n?. El grupo GL,(R) de las matrices invertibles es un subconjunto abierto de
M, (R) y por tanto hereda autométicamente una estructura de variedad diferenciable.
Ademas, es facil comprobar que la inversiéon y el producto de matrices son aplicaciones
diferenciables, de modo que GL,(R) es un grupo de Lie (ver capitulo (TO DO: REF)).

IM4s sobre teorfa de categorfas en el capitulo (TO DO: REF).
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1.6.6. El espacio proyectivo real RP" es una variedad diferenciable de dimension n,

con el atlas maximal que contiene a las cartas afines
(Ui =RP"\ {x; =0}, (o : 21 : -+ : ) = (xo/Tiy X1 /T4y .. /).

1.6.7. Es posible hallar estructuras diferenciables diferentes en una misma variedad
topoldgica M. Basta hallar dos atlas con sistemas de coordenadas que no sean compatibles
entre si, de modo que los atlas maximales que los contengan seran distintos. Por ejemplo,
(R,idgr) y (R,t ~ t3) son dos sistemas de coordenadas que no son compatibles, ya que la
aplicacion ¢ +— t? es un homeomorfismo, pero no es un difeomorfismo (su inversa, t /3
no es diferenciable en ¢ = 0). Sin embargo, las dos variedades diferenciables resultantes
son difeomorfas, siendo el difeomorfismo entre ellas precisamente la aplicacién t — 3.

Una pregunta mucho més interesante es si una variedad diferenciable admite varias es-
tructuras diferenciables distintas y que no sean difeomorfas entre si. En otras palabras, si
existen variedades diferenciables homeomorfas, pero no difeomorfas. Los ejemplos mas sen-
cillos son las esferas exdticas construidas por Milnor: variedades diferenciables homeo-
morfas, pero no difeomorfas, a la esfera 7-dimensional S”. Otro caso més sorprendente es
el de R*: mientras que R™ admite una tinica estructura diferenciable (salvo difeomorfismo)
para n # 4, el espacio R* admite una cantidad no numerable de estructuras diferenciables
no difeomorfas entre si.

1.6.8. Veamos ahora la clase de “casos patoldgicos” que se evitan al imponer que
las variedades sean Hausdorff y II axioma. Un ejemplo es la recta con dos origenes,
obtenida como el cociente de la unién disjunta R(;) LI R(o) por la relacién de equivalencia
x(1) ~ T(z) para x # 0. El espacio resultante es localmente homeomorfo a R, pero no
es Hausdorff: los puntos 0(;) y 0O() no estén identificados, y no se pueden separar. Otro
ejemplo es una unién disjunta no numerable de copias de R; dicho espacio es también
localmente homeomorfo a R, pero no cumple el segundo axioma de numerabilidad.

1.6.9. Variedades con borde. La definicién de variedad que hemos dado a priori ex-
cluye a discos, anillos, u otros objetos con una nocién de borde, ya que éstos no son
localmente homeomorfos a R™ en los puntos del borde. Esto puede solucionarse de forma

sencilla reemplazando el modelo local por el semiespacio
H" = {(z',...,2") e R": 2" > 0} .

1.7. Particiones diferenciables de la unidad. Sea M una variedad diferenciable.
Una familia {p, : « € I'} de funciones p, : M — R es localmente finita si, para todo
x € M, se tiene que p,(z) = 0 para todos excepto una cantidad finita de elementos « € I.
En tal caso, la suma ) pa(z) estd definida para todo punto x € M, y por tanto, la
funcién ) pq esta bien definida. Una particion diferenciable de la unidad (PDU)
es una familia localmente finita de funciones diferenciables p, : M — R de modo que
palx) > 0, para todo z € M y para todo a € I, y que Y, po = 1. Se dice que una
particién diferenciable de la unidad {p, : a € I} estd subordinada a un recubrimiento
{Uqy : € I} de M si supp(ps) C U, para cada a € I.

TEOREMA 1.8. Todo recubrimiento {Uy : « € I} de una variedad diferenciable M ad-
mite una PDU.
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IDEA DE LA DEMOSTRACION. En primer lugar, es un resultado de topologia general
que todo espacio Hausdorff, IT axioma y localmente compacto es paracompacto. Esto quiere
decir que todo recubrimiento abierto de M admite un subrecubrimiento localmente finito.
Por tanto, podemos hallar un subconjunto I’ C I de modo que, para todo x € M existe
una cantidad finita de o € I tal que = € U,. Basta tomar ahora una funcion meseta
fo para cada a € I'; esto es, para cada o € I’ tomamos una funcién f, : M — R tal que
supp(pa) C Uy y tal que fo, =1 en un subconjunto V, C U, de modo que M = Uael V.
La familia de las f, es localmente finita, y podemos considerar su suma f = >y fa-
Definimos entonces p, = fo/f. Estas funciones p, forman una particién diferenciable de
la unidad. O

2. El espacio tangente

2.1. Modelo 1: Gérmenes de curva. Sea M una variedad diferenciable y x € M
un punto. Un germen de curva diferenciable en x es un par (g,7), con ¢ > 0y
v : (—e,e) = M una curva diferenciable. Definimos una relacién de equivalencia en los
gérmenes de curva diciendo que (g1,71) ~ (€2,72) si para cualquier sistema de coordenadas

(U,x) con x € U, se tiene que

(@ 071)"(0) = (z ©72)"(0).

Se define el espacio tangente T,M a M en x como el conjunto de las clases de equiva-

lencia. Dado un sistema de coordenadas (U, x), con = € U, la aplicacién
T.M — R",[(e,7)] = (z 27)'(0)

determina una biyeccién entre T, M y R™, por medio de la cual T, M adquiere una estruc-
tura natural de espacio vectorial real de dimensién n.

2.2. Modelo 2: Derivaciones. Un germen de funcion diferenciable en x es
un par (U, f) formado por un entorno abierto U C M de z y una funcién diferenciable
f U — R. Dos gérmenes (Uy, f1) y (Uz, f2) son equivalentes si existe un subconjunto
abierto V' C U; NUy de modo que fi|y = fo|y. Los gérmenes de funciones diferenciables
en x forman un anillo, que denotamos por Cﬁx. Dicho anillo esta equipado con una

aplicacién ev, : C37 . — R dada por la evaluacién en x
b

eva([U, f]) = [ ().

Una derivacion en x es una aplicacién R-lineal X : C’ﬁx — R que cumple la regla de
Leibniz
Xo(fg) = Xo(f)g(x) + f(2)Xa(g).
Se define el espacio tangente T,M a M en x como el conjunto de las derivaciones en
x.
Ambas definiciones coinciden. M&s precisamente, existe un isomorfismo lineal entre
el conjunto de las clases de equivalencia de gérmenes de curva y el conjunto de las de-

rivaciones, dado como sigue. A cada clase [(g,7)] le asignamos la derivacién X7 definida
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como
XV(f) = (f29)(0).
Como hemos visto, un sistema de coordenadas (U, = (x!,...,2")) con z € U de-

termina un isomorfismo T, M — R™. La base canodnica de R™ se corresponde por este
isomorfismo con la base cuyos elementos denotamos como

0 0
el e e )
0, en notacién mas corta,
8x1 |:v7 sy 8x"|a:7
o incluso
Oz s Onla-
La notacién tiene sentido ya que, para cualquier f € Cf7 ., se tiene que
af 0 I(fox™!)

() = 0laf =Ouilaf = 5| 1= T2 @ a)).

ozt

2.3. La diferencial. Dada una aplicacién diferenciable f : M — N entre dos va-

i
ox'|,

riedades diferenciables, podemos definir su diferencial en un punto x € M. Esta es una
aplicacién lineal

definida como sigue. En términos de gérmenes de curvas,

do f([(e,7)]) = (&, foy)]-

En términos de derivaciones

do f(X2)(g) = Xa(g o f).

Con respecto a las bases Op1lz,..., 0|z ¥ Optle, ..., 0yn|, determinadas por sendos
sistemas de coordenadas ® y y en M y en N, respectivamente, la diferencial d,. f de una
aplicacién diferenciable f : M — N se expresa en términos de la matriz jacobiana: si
escribimos X, = >, X'0,ile y dof(Xe) = 32, Yy (), entonces

vl Xt
= Jow(yofox™)
yn» X"
Se comprueba inmediatamente que se cumple la regla de la cadena

di(go f) =dpuygod.f.

Esto puede reformularse como la “funtorialidad” del espacio tangente. En efecto, la asigna-
cién que a cada par (M, ) formado por una variedad diferenciable M y un punto z € M le
asocia el espacio tangente T, M y a cada aplicacién diferenciable f : M — N con f(z) =y
le asocia la diferencial d, f : T, M — T, N determina un funtor de la categoria de varieda-
des diferenciables con punto base a la categoria de espacios vectoriales reales. Consultar

el Capitulo (TO DO: REF) para més informacién sobre teorfa de categorias.
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De la regla de la cadena se deduce inmediatamente que la diferencial de un difeomor-

fismo es un isomorfismo lineal. El reciproco es cierto sélo localmente:

TEOREMA 2.4 (Teorema de la funcién inversa). Sea f : M — N wuna aplicacion
diferenciable tal que dyf : TuM — Ty N es un isomorfismo, para un cierto v € M.
Entonces, existen entornos abiertos U C M de x y V = f(U) C N de f(x) de modo que
flu : U =V es un difeomorfismo.

2.5. Subvariedades regulares. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n.
Una subvariedad regular de dimension k£ de M es un subconjunto S C M tal que, para
cada punto z € S, existe un sistema de coordenadas (U, x), con x € U, y de forma que
(U N S) es la interseccién de x(U) con un subespacio vectorial V' C R™ de dimensién k.
Los pares (UNS, x|yns) forman un atlas de S y por tanto determinan una estructura dife-
renciable en S. Un encaje, embebimiento o inmersion difeomdrfica es una aplicacién
diferenciable ¢ : N — M entre dos variedades diferenciables de forma que i(N) C M es
una subvariedad regular y la aplicacién i : N — i(N) es un difeomorfismo.

2.6. Subvariedades inmersas. Existe una nocién mas débil de subvariedad, dada
por la nocién de inmersion. Una inmersion es una aplicacién diferenciable i : N — M
entre dos variedades diferenciables de forma que d,i : T, N — Tj,,)M es inyectiva, para
todo z € N. La imagen i(N) C M de una inmersién se denomina un subvariedad
inmersa. El teorema de la funcién inversa implica que toda inmersién es localmente un
embebimiento, pero esto no es cierto globalmente en general. Por ejemplo, la lemniscata
de Bernoulli da una inmersién (ademés, inyectiva) de R en R? que no es un embebimiento.

Si N es compacta, entonces toda inmersién inyectiva si que es un embebimiento.

DEFINICION 2.7. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable. Decimos que un punto

y € N es un valor regular de f si, para todo punto z € f~!(y), la diferencial
dof : TyM — T,N
es sobreyectiva.

TEOREMA 2.8 (Teorema de la funcién implicita). Sea f : M — N una aplicacion
diferenciable. Para todo valor reqular y € N, la preimagen f~(y) C M es una subvariedad

regular de dimension dim M — dim N.

2.9. Mas ejemplos. El teorema de la funcion implicita nos permite dar muchos
ejemplos de variedades diferenciables, obtenidas como las subvariedades regulares formadas
por los ceros de ciertas ecuaciones.

2.9.1. Esferas. La esfera S™ también puede construirse como una subvariedad regular
de R"*1 S" = f=1(0), para

foRYE SR (22" s D2+ (2T -1

En efecto, 1 es un valor regular de f ya que la aplicacion linear d, f estd representada por
la matriz jacobiana
Jo.f = (2931 295”“) ,

que tiene rango 1 para todo (x!,... 2"*t1) € ™.
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2.9.2. El grupo especial lineal. El grupo de las matrices n x n invertibles de de-
terminante 1 se denomina el n-ésimo grupo especial lineal (real) y se denota por
SL,(R). Es el subconjunto del espacio de matrices M,(R) determinado por la ecuacién
det A = 1. Se puede comprobar a mano que, en efecto, 1 es un valor regular para la apli-
cacién det : M, (R) — R, y que por tanto SL,(R) C M, (R) es una subvariedad regular.

2.9.3. Todas las variedades se pueden embeber. No es muy dificil demostrar (TO
DO: CITE) que toda variedad diferenciable M admite un embebimiento i : M — R™, para
algin n (que depende de n). Adem4s, el valor de dicha n se puede acotar de forma precisa
en términos de la dimension de M; esto tltimo es bastante mas complicado, y constituye
los célebres teoremas de inmersién de Whitney (TO DO: CITE).

2.10. Espacio cotangente. El espacio cotangente T M a una variedad diferen-
ciable M en un punto x € M es el espacio vectorial dual del espacio tangente T, M. Dado
un sistema de coordenadas (U, x), la base dual de la correspondiente base 01|z, ..., Onlz

de T, M se denota por dxi|g,...,dx,|,. Asi, una forma o, € T M puede escribirse como
n
oy = E a;(x)dz;|y,
i=1

para a;(z) = az(0;s).

3. Fibrado tangente y fibrados vectoriales

3.1. El fibrado tangente. El fibrado tangente de una variedad diferenciable M,

de dimensién n, se define como el conjunto
™™ = [] T.M,
xeM

equipado con la estructura diferenciable inducida por los sistemas de coordenadas (TU, Tx),

asociados a cada sistema de coordenadas (U, x) de M, y definidos como
Tx:TU := [[ T.M — 2(U) x R", X, € T,M — (x(z),(X',...,X")),
xeU

donde X, =%, X i0,:. Estos sistemas son compatibles, ya que los cambios de coordenadas
(@(U) Ny(V) x R* = (2(U) Ny(V)) xR, (a,v) = (y(z"'(a),da(y 0z ")(v))

son claramente funciones diferenciables. Por tanto, TM es una variedad diferenciable de

dimension 2n. Esta variedad estd equipada con una proyeccién natural
m:TM — M, X, e T,M — z.

Ademis, el hecho de que los cambios de coordenadas sean lineales en la parte de R, hacen
que la aplicacién 7 : TM — M sea un fibrado vectorial, que definimos a continuacién.

Notese ademads que la construccion del fibrado tangente es functorial, por la regla de
la cadena. En efecto, a cada aplicacion diferenciable f : M — N le podemos asociar la
aplicacién

Tf:TM — TN, X, € TM v d, f(X,) € Ty N.
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DEFINICION 3.2. Un fibrado vectorial (real) de rango r sobre M es una variedad
diferenciable E junto con una aplicacién diferenciable 7 : £ — M de modo que cada
preimagen E, = 7~ !(z) es un espacio vectorial real de dimensién r y, para cada punto
x € M, existe un entorno U de x y un difeomorfismo

QYU - E|U = 7T71(U) — U x RT,
de forma que el siguiente diagrama conmuta

Ely 25 UxR"
=
U

y que restringe a un isomorfismo lineal ¢y : £, — R" para cada y € U.
Una seccién (local) de E es una aplicacién diferenciable s : U — E, para algin
U C M abierto, de forma que wo s = idy. Si U = M, entonces decimos que s es una

seccion global. Denotamos por T'(U, E) el conjunto de las secciones de E definidas en U.

OBSERVACION 3.3. De igual manera se pueden definir los fibrados vectoriales com-
plejos, reemplazando R” por C" y pidiendo que las fibras F, sean espacios vectoriales

complejos y que las aplicaciones ¢y, sean isomorfismos C-lineales.

3.4. Ejemplo: El fibrado de Mo6bius. El ejemplo mas simple de un fibrado vec-
torial no trivial estd dado por la bien conocida construccién de Mébius. Definimos
[0,1] xR

E:mw~@4)

7 E— S [s,t] s &2,

Si el fibrado fuera trivial existirfa una trivializacién global
o:E— S'xR.
Consideramos entonces la aplicacién

s:81 5 ST xR, x5 (z,1)

“los: 8! - E. Esta aplicacién levanta a una aplicacién f :

y la composicién s’ = ¢
[0,1] — [0,1] x R. Como ¢ es un isomorfismo lineal en cada fibra, para cada z € S!, el
punto §'(x) € E, es un elemento de E, distinto de 0. Por tanto, f ha de satisfacer las

condiciones
f(&)#0 para todo t € [0, 1],
f(1) =—f(0).

Esto contradice el teorema de Bolzano.

3.5. Funciones de transiciéon. Sea 7 : ' — M un fibrado vectorial real de rango
r. Tomemos dos abiertos U,V C M, con intersecciéon no vacia, junto con difeomorfismos
vt Ely = UXR"y oy : Ely - V xR" como en la definicién anterior. Sobre la
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interseccion U NV, podemos definir la aplicacién
Yy o go&l S UNV)xR = (UNV) xR (z,v) = (x, gy (z)v).

Aqui, gyy : UNV — GL,(R) es una aplicacién diferenciable, denominada la funcion de
transicion. Sobre intersecciones triples U NV N W, las funciones de transicién cumplen

la condicion de cociclo
guvgvw = guw -
A su vez, las funciones de transicién pueden usarse para “pegar” y recuperar el fibrado F

a partir de las piezas locales U x R".

EJjeMPLO 3.6. Toda variedad diferenciable M tiene varios fibrados vectoriales asocia-
dos naturalmente. En primer lugar estan los fibrados triviales, para cada r > 0, definimos
el fibrado trivial de rango r sobre M como el producto F = M x R", con la proyeccion
natural m = pr; : M x R" — M. El fibrado tangente TM — M, definido anteriormente,
es otro ejemplo claro. También podemos considerar el fibrado cotangente T*M — M,

cuyas fibras son los espacios cotangentes 77 M.

3.7. Fibrados y C}§;-mdédulos. Dado un fibrado vectorial £ — M, para cualquier
abierto U C M, el espacio de secciones I'(U, F) es un médulo sobre el anillo C*°(U) de las
funciones diferenciables U — R. En efecto, dada cualquier seccién s : U — FE, y cualquier
funciéon f : U — R, el producto fs : U — E sigue siendo una seccién de E sobre U.
Globalmente, decimos que el haz de secciones I'p : U — I'(U, E) es un C37-médulo. En
general, I'(U, E) no es un C*°(U)-médulo libre, pero, si U es tal que E|y es isomorfo al
fibrado trivial U xR", entonces este isomorfismo induce un isomorfismo I'(U, E') = C*(U)".
Este isomorfismo determina una base ey, ..., e, de I'(U, E) como C*°(U)-médulo, que se
denomina una referencia de E. En particular, si £ = T M, una referencia de T'M sobre
un abierto U C M se denomina una referencia mdvil (o, simplemente, una referencia)
de M. Como, por definicién, los fibrados son localmente triviales, el haz de secciones I'g
es un haz localmente libre. De hecho, esto da una equivalencia de categorias entre los

haces localmente libres de C}p-mdédulos y los fibrados vectoriales sobre M.

3.8. Fibrado imagen reciproca (pullback). Sea m: E — M un fibrado vectorial
y f: M' — M una aplicacién diferenciable. A partir de estos objetos, se construye un
fibrado vectorial 7’ : f*E — M’, con fibras (f*F), = E¢(y), como sigue. El espacio total
del fibrado es la subvariedad

PE={(z,e)e M'x E: f(z)=7(e)} C M’ x E,

y la proyeccién ' : f*E — M’ es simplemente la restriccién de la proyeccién al primer
factor. La proyeccién al segundo factor determina una aplicacion f*E — E de forma que

el siguiente diagrama conmuta
ffE—— F

bk

M —L
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El fibrado «’ : f*E — M’ se denomina el fibrado pullback o imagen reciproca de
E — M por f.

4. Calculo tensorial

4.1. Algebra tensorial. Recordemos que, dada una familia de espacios vectoriales

{Vi:i=1,...,n}, su producto tensorial es el espacio vectorial
n
XV,
i=1
determinado por la siguiente propiedad universal: existe una dnica aplicaciéon multilineal
n n
HVi —>®Vi, (V1.0 ey Up) P V] ® -+ @ Uy,
i=1 i=1

tal que, para todo espacio vectorial W'y para toda aplicacién multilineal m : [, V; — W,
existe una tunica aplicacién lineal | : @, V; — W de forma que el siguiente diagrama

conmuta

[ Vi —— W

e
Qi1 Vis
es decir, de forma que
m(vy,...,vp) =1(v1 @+ @ vy).
Dado un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y un nimero k& > 0, definimos su k-

ésima potencia tensorial como el espacio vectorial

i,

Ve — VR V.

Para k = 0, por convenio ponemos 7°V := K. El dlgebra tensorial de V es el espacio

vectorial

TV)=PV&*F=KoVeV)a(VaeVaV)a---,
k=0
con el producto asociativo determinado por el producto tensorial
(ve Ve we V) s veowe VOEH,

Los elementos de T'(V') se denominan tensores.
Se define el dlgebra simétrica S(V') de V como el cociente del dlgebra tensorial T'(V')

por el ideal generado por los conmutadores
[v,w=v@w—-—w®uv, v,weV.

Se denota por vw y se denomina producto stmétrico de v y w a la imagen de un producto
tensorial v @ w por el cociente T (V) — S(V). A su vez, si K es de caracteristica nula, este

cociente admite una seccion

1
S(V)—=T(V), vivg-- v, — ] Z Vg(1) ® @ Vg(n)-

’ O'GGTL
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La imagen de esta seccién es el subespacio de T'(V') formado por los tensores simétricos:
un elemento de V®* es simétrico si es invariante bajo la transformacion v1 ® -+ ® v, —
Vg(1) @+ + @ Ug(n), Para toda permutaciéon o € &,. De esta forma, S(V') forma un dlgebra

graduada

S(V) = ésk(m =KaS*V)aS*(V)®---,
k=0

donde cada S*(V) se identifica con los tensores simétricos en V®*. De hecho, V tiene
dimensién n, cualquier isomorfismo V' — K™ determina un isomorfismo del dlgebra S(V)
con el dlgebra polinomial Klx1,...,zy].

Se define el dlgebra exterior A(V) de V' como el cociente del dlgebra tensorial T'(V')

por el ideal generado por los elementos de la forma
vu, veV.

Se denota por v A w y se denomina producto exterior de v y w a la imagen de un
producto tensorial v ® w por el cociente T' (V') — A(V). A su vez, si K es de caracteristica

nula, este cociente admite una seccién

AV)=TV), vy Avg A+ Aoy — Z (=1)7Ve(1) ® *+* ® Vg(n)-
o€Gy
La imagen de esta seccién es el subespacio de T(V') formado por los tensores anti-
simétricos: un elemento de la forma a = Y a1 ,v1 ® -+ - @ v € V® eg antisimétrico
si o(a) = (—1)%a, para toda permutacién o € &,,, donde o(a) se define como o(a) =
201, kVUs(1) ® - @ Ug(ry. De esta forma A(V) forma un dlgebra graduada

AV) = éAk(V) =KoNV)oNV)e - =K ANV)oAV)a---a A(V),
k=0

donde cada A¥(V) se identifica con los tensores antisimétricos en V®*. En particular,
nétese que A¥(V) = 0 para k > n = dimV, y que A"(V) es isomorfo a K, mediante la
aplicacién

det : A"(V) = K, v1 A+ Ay — det(vg, ..., 0p).

El lector puede comprobar facilmente que, debido a la naturalidad de estas construc-
ciones, es posible replicarlas en la categoria de los fibrados vectoriales y asi, dado un
fibrado vectorial E — M sobre una variedad diferenciable, se pueden definir similarmente
sus potencias tensoriales E¥¥ — M, simétricas S*(E) — M y antisimétricas A¥(E) — M.

4.2. Campos, formas, métricas y tensores. Sea M una variedad diferenciable.
Un campo tensorial (o, simplemente un tensor) r veces contravariante y s veces

covariante (equivalentemente, de tipo (r,s)), es una seccién del fibrado vectorial
TI(M) = (TM)®" @ (T* M),

Existen algunos casos particulares de tensores que seran especialmente importantes. De-

notamos por
Ty (M) := (M, Tg (M),

el espacio de los tensores de tipo (7, s).
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Un tensor de tipo (1,0) es simplemente una secciéon de T'M, es decir, un campo

vectorial. El espacio de los campos vectoriales se denota por
X(M) =Tg(M) =T(M,TM).

Un tensor de tipo (0,2) determina una forma bilineal en cada espacio tangente T, M,
x € M. En particular, si el tensor es simétrico y la forma es no degenerada en cada punto,
el tensor se denomina una métrica (riemanniana).

Un tensor antisimétrico de tipo (0, k) se denomina una forma diferencial de grado
k o k-forma diferencial. El espacio de las k-formas diferenciales se denota como

QF(M) = T(M, A*(T*M)).

Las formas diferenciales de grado maximo w € Q"(M), para n = dim M, se denominan
formas de volumen. Todos juntos, estos espacios forman el dlgebra exterior de M

QM) = éﬁk(M),
k=0

equipado con el producto exterior («, ) — a A f.

4.3. Cailculo tensorial en coordenadas. Un sistema de coordenadas (U,x =
(x',...,2™)) en una variedad diferenciable M induce automaticamente una referencia

sobre U para el fibrado tangente T'M, dada por los campos

0 0
@,,8“{—833%—%

A su vez, también se obtiene una referencia para el cotangente T* M, dada por las formas

O =0, =

det, ..., dz".

En general, se obtiene una referencia para cualquier fibrado 77 (M) formada por los ele-
mentos de la forma
dr" @ ®@da'"" ®0j ® - @ 0;,.

Asi, cualquier tensor A € 7. (U) puede escribirse como

A= > ATd" @ @dit ©0, @ ®0;,

310
L5 RRREPLZARY b TR K]

Aqui, cada uno de los términos Aﬁfj es una funcién diferenciable con valores en R.
Cuando se trabaja en coordenadas es habitual referirse al tensor A simplemente como el
conjunto de términos Aﬁfj

En geometria diferencial es habitual utilizar el convenio de indices repetidos o
convenio de suma de FEinstein, donde, si un indice se repite dos veces en una expresion,
una vez como subindice y otra como superindice, se sobreentiende que se estd sumando

en ese indice. Asi, en vez de escribir

1.y R

A= Y AT @-@dit 90, @90

Ul yeenr,J1yeeerJs
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como antes, escribiremos simplemente
_ AJ1-Js 3.8 i ‘ ‘
A= Aill...deale Q- Qdz'" ®0; ®---®0;,,

estando el sumatorio implicito en la notacién. Nétese que los indices de la parte covariante
se ponen abajo y que los indices de la parte contravariante se ponen arriba.
Es importante tener especial cuidado con los tensores antisimétricos. Si « es un tensor
antisimétrico k veces covariante, que en coordenadas se escribe como
_ 1 S i1 i
a= Ha“,_,kdaz K- ®dr

(aqui, la antisimetria significa que «;, (—1)%«, i\, para toda permutacion o €

(1)~ To(k) —
&},) entonces el correspondiente elemento de A¥(M) se escribe como

1 . . 4 )
a=—a; ;,dr' N Ndx't = Z Qi dx™ A Nda'

k! . .
11 <<t
Es decir, es necesario anadir el factor de k! para tener en cuenta la distincién entre sumar
para todas las tuplas (i1,...,i) o solo sumar para las tuplas ordenadas.

La notacién de indices repretidos es especialmente ttil a la hora de hacer contraccio-
nes, es decir, de emplear la dualidad entre campos y 1-formas X(M) x Q1 (M) — C>(M)
para emparejar tensores. Por ejemplo, si A es un tensor r veces covariante y B es un tensor
s veces contravariante, para s < r, se pueden emparejar sus s-primeros indices (o los que

sean) para formar un tensor r — s veces covariante; esto se denotaria asi

. A . RIL--J
(AB)]S+1~~~,77‘ - A]1-~~]s]s+1~~~]rB °.

Un ejemplo muy tipico de lo anterior es el producto interior inducido por un campo
X, definido como la aplicacién de grado —1
ix : QM) — QM)
dada por la igualdad
ixa(Xy, ..., Xg) =a(X, Xq,..., Xg).
En coordenadas, si « se escribe como
1

a= 1 1)!ai0i1mikdaz2° Adzt A Nda'
y el campo X se escribe como X = X?0;, entonces entonces
1 o :
iXa = maiilmiledx“ ARRRWAN AL

4.4. Pullback. Una de las propiedades fundamentales de los tensores covariantes es
que se pueden trasladar a través de aplicaciones diferenciables f : M — N. En efecto, si
A € TP(N) es un tensor covariante, podemos definir su pullback f*A € T2(M) como la
seccién de (T*M)®F que al evaluarla en unos vectores tangentes Xi,..., X, € T, M esté
dada por la igualdad

(F*A)(X1, -, X)) = Ay (da f(X1), - da (X))
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Si tomamos sistemas de coordenadas (U, x = (z!,...,2™))y (V,y = (v},...,y")) en

M y N, respectivamente, y definimos la aplicacion

f::yofoafl:Rm%R",

de modo que, si f se escribe como f = (fY, ..., f”), tenemos

y'(f(@) = [t (@),....a" (),

entonces -
FHdy’) = d(fi(z!,. .., a") = gij (', ..., ™) dat.
En particular, esto hace evidente el teorema del cambio de variable:
0
dyt A Ady™ = det <y> det A - A da™.
ox

Sif: M — M esun difeomorfismo, también es posible definir el pullback de un tensor
contravariante. Para ello, para cada punto x € M, se considera la diferencial d, f : T,M —
Ty M y su inversa (def)~1: T@yM — T, M. Asi, dado un campo vectorial X € X(M),

definimos su pullback f*X como
f*X =(df)"'X o f.

La definicion se extiende de forma natural a cualquier tensor contravariante.

4.5. Diferencial exterior. La diferencial exterior se define axiomaticamente

como la tnica aplicacién
d: QM) — Q(M),

de grado 1 que satisface las siguientes propiedades:

1. Para toda funcién diferenciable f : M — R, la 1-forma df € Q(M) estd dada por
la diferencial
(df)e =dpf : TuM — R.

2. d? = 0; es decir d(dw) = 0 para toda forma diferencial w.
3. Regla de Leibniz:

daAB) =da A+ (—1)98%(aAdp).

Su existencia se puede probar construyéndola localmente. En un sistema de coordena-

das (U, x), una forma diferencial de grado k se escribe como
o= Z ail,,,ikdxil ARERWN dxi’“,
i1 < <dp,
y su diferencial es la (k 4 1)-forma
Oy iy, , i i
da:' Z Wd:c Adzt A Ndx'.
11 <-<1g
Una de las propiedades més importantes de la diferencial exterior es que conmuta
con el pullback; es decir, para toda aplicacién diferenciable f : M — N y toda forma
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diferencial w € Q(NV), se tiene que

d(f*w) = f*(dw).
EJEMPLO 4.6. Es interesante considerar el ejemplo de las formas diferenciales en R3.
La dimensién del espacio vectorial A2R3 es (g) = 3, con una base dada por las 2-formas

dy Ndz ,dx Ndz, dx N\ dy.

Si f:R? — R es una funcién diferenciable, entonces

0 0 0
df = a—idaz + a“;dy + 8—£dz.

Es decir, en la base dada por {dz,dy, dz}, la diferencial df se identifica con el gradiente

_(of of of
v (G 5y 5)

Por otra parte, dada una 1-forma
a = ogdr + aydy + o.dz,

su diferencial es la 2-forma

Ox Oa Oa 10)e Oa Ou
do = (202 _ 0% (%o Ooa)) e Y
Q <8y ag)dy/\dz (&U 82) z/\d:z:+<a$ 8y> x A dy,

Por tanto, con respecto a las bases {dz, dy,dz} y {dy A dz,dz A dx,dz A\ dy}, la diferencial

exterior se identifica con el rotacional: dada F = (F,, F,, F;) : R3 — R3, su rotacional
V x F :R? — R3 estd dado por

OF. OF, OF. OF. OF, OF,
oy 0z Ox 0z’ Oz oy )

Finalmente, dada una 2-forma

VXF:<

o = oy dy N dz + ozpdz N\ dx + agydx A dy,

su diferencial es la 3-forma
da Oa oo
do — Yz zx Ty
@ < oz * oy + 0z
Por tanto, con respecto a las bases {dy A dz,dz A dx,dx ANdy} y {dx Ady A dz}, la dife-
rencial exterior se identifica con la divergencia

oF, O0F, OF
F = x Y z
v ox + dy + 0z

)dm/\dy/\dz.

5. Orientaciones, integracién de formas y teorema de Stokes

5.1. Orientaciones. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n. El conjunto
B(V) de las bases de V puede ponerse en biyeccién (eligiendo una base) con el grupo
GL,(R). Este grupo tiene dos componentes conexas, diferenciadas por el signo del de-
terminante. Una orientacion de V es una eleccién de una de estas dos componentes
conexas en B(V). Una orientacion de una variedad diferenciable M de dimensién n es
una eleccion global consistente de la orientacién de sus espacios tangentes. Mas precisa-

mente, una orientacién estd dada por un atlas de M cuyos cambios de coordenadas tienen
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todos diferencial en la componente conexa de determinante positivo GL,(R)™ C GL,(R).
Equivalentemente, es una eleccién de referencias locales del fibrado tangente TM — M
con matrices de transicién en GL,(R)™.

No todas las variedades admiten una orientacién. El ejemplo mas sencillo es la banda
de Mobius. Una variedad que admite una orientacion se dice orientable. Una variedad
equipada con una orientacion es una wvariedad orientada.

Una forma diferencial de grado maximo w € Q"(M) que no se anula en ningin punto
de M determina una orientacion en M. En efecto, la correspondiente orientacién esta
determinada por el subconjunto del atlas maximal de M formado por los sistemas de

coordenadas (U, x) tales que la funcién f: U — R con
wly = fdz* A - A da™

cumple f(z) > 0 para todo z € M (en efecto, como w no se anula nunca, el signo de f es

constante en U).

5.2. Formas con soporte compacto. Una forma diferencial w € (M) tiene so-
porte compacto si existe un subconjunto compacto K C M de forma que w, = 0 para
todo = € K. Nétese que si M es compacta, entonces podemos tomar K = M, y todas las
formas tienen soporte compacto. Denotamos por Q.(M) C Q(M) (resp. QF(M) C QF(M))
al subespacio formado por las formas diferenciales (resp. de grado k) con soporte compacto.

5.3. Integracién de formas en R”. Sea U C R™ un abierto de R" y w € Q2 (U)

una n-forma con soporte compacto. Esta forma diferencial puede escribirse como
w= fdz' A--- Ada™,

donde f : U — R es una funcién diferenciable con soporte compacto (es decir, que se anula
en el complementario de un conjunto compacto K C U). La integral de w en U se define

como la integral de Riemann

/w:/fd;pl/\---/\dx”::/f(xl,...,:nn)dxl...dx".
U U U

5.4. Integracién de formas en variedades. Sea M una variedad diferenciable.
Como M es paracompacta, podemos tomar una familia localmente finita de sistemas de
coordenadas {(Uq, o) : o € I}, con M = |J,c; Us y una PDU {p, : a € I} subordinada al
recubrimiento {U, : @ € I} . Siw € Q.(M) es una forma diferencial con soporte compacto,

w= Zpaw.

acl
La suma esta bien definida ya que w tiene soporte compacto, luego el conjunto de puntos

podemos reescribir

donde no se anula se puede recubrir por una cantidad finita de los Ul,.
Siw € QF(M) es una forma diferencial con soporte compacto y de grado méximo,

entonces podemos definir, para cada a € I,

| o= [ ailpu)
a ma(Uoz)
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Finalmente, definimos la integral de w en M como el nimero

[T

acl
La integracion determina una aplicacion R-lineal

/M QM) — R.

5.5. Integracién en el borde. Supongamos que M es una variedad diferencia-
ble de dimensién n con borde dM. Supongamos ademds que M es orientable, y fijemos
una orientacién en M. La orientacién en M determina naturalmente una orientacién en
su borde: una base {ej,...,e,—1} de T,OM estd en la componente determinada por la
orientacién de OM si y sélo si la base {v,e1,...,e,—1} de T, M estd en la componente
determinada por la orientacién de M, donde v € T, M es un vector normal “saliente” al
borde OM.

Dada una (n — 1)-forma diferencial con soporte compacto w € Q2~1(M), podemos

definir la integral de w a lo largo de M como

/ w::/ w,
oM oM

donde i : M — M es la inclusién natural. El siguiente resultado, de gran importancia,

se sigue directamente del teorema fundamental del calculo.

TEOREMA 5.6 (Teorema de Stokes).

/ w:/ dw.
oM M

5.7. Los teoremas clasicos. Algunos casos particulares del teorema de Stokes son
los resultados cldsicos sobre integracién en la recta y en subvariedades del plano y el
espacio.

5.7.1.  El teorema fundamental del cdlculo. Tomando un intervalo M = [a,b] y w =

dF = F'dt, para una cierta funcién diferenciable F' : [a,b] — R, tenemos

b
/ F'(t)dt = Fldt = / F = F(b) — F(a).
a (a,b] {a,b}

5.7.2. El teorema de Green. Aqui, tomamos M C R? una subvariedad de dimensién
2 con borde y w = Fydx + F,dy, para ciertas funciones diferenciables F,, F, : M — R.

Tenemos que

Fpdx + Fydy = / W= / dw = / (0. Fy — 0y Fy)dxdy.
oM M M

5.7.8. El teorema de Gauss o teorema de la divergencia. Tomamos M C R? una
subvariedad de dimensién 3 con borde y w = FydyAdz+ F,dzANdx+ F.dx Ndy. Denotamos
por v el campo vectorial normal saliente al borde M y por dS el elemento de superficie

oM

en OM. Denotamos F' = (F, Fy, F,) y concluimos que

/ F -vdS = w:/ dw:/(V-F)dxdydz.
oM oM M M
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5.7.4. Elteorema de Stokes cldsico. Tomamos M C R? una subvariedad de dimensién
2 con borde y w = Fypdx + Fy,dy + F.dz. Denotamos por dr el elemento de linea en OM y

por dS el elemento de superficie en M. Denotamos F' = (F,, F, F,) y concluimos que
F-dr:/ w:/dw:/(VxF)-VdS.
oM oM M M

6. Campos y flujos

6.1. El corchete de Lie. Un campo vectorial X € X(M) actiia en el espacio de las
funciones C*°(M) en la forma

Asi, vistos como operadores, es posible definir el conmutador [X, Y] de dos campos, que a

su vez serd otro campo determinado por su accién en C*°(M):
X, Y](f) = X(Y f) - Y (X).

En coordenadas, si escribimos X = X'9;, Y =Y, y [X,Y] = [X, Y]';, entonces
(X, Y] = X709,V —Y79; X"

El operador resultante [—, —] : X(M) x X(M) — X(M) se denomina el corchete de
Lie, y es una aplicacién R-bilineal, antisimétrica, y satisface la identidad de Jacobi

[X,Y],Z] +[[Y,Z],X]+[[Z,X],Y] =0.

Por tanto, determina en X(M) la estructura de un dlgebra de Lie (ver Seccién (TO DO:
REF)). Ademis, el corchete de Lie satisface la regla de Leibniz

(X, fY] = fIX, Y]+ (X [)Y.

EJEMPLO 6.2. Consideremos un ejemplo sencillo: M = R?, X = 0, e Y = x0y.
Entonces,

[(X,Y] = [0y, 20y] = (0x2)0y = 0.

6.3. Flujos. Una curva integral de un campo X pasando por un punto x € M es

una curva vy : (—&,e) — M que resuelve el problema de valor inicial
’}//(t) = X’y(t)7 te (—8,6)
7(0) = =.

Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, existe un
intervalo maximal I, y una tnica curva integral 7, : I, — M con v(0) = z. La unién de

todas estas curvas determina el flujo o grupo uniparamétrico asociado al campo X
0:DCRXxM—= M, p(t,x) =(t).

Aqui, D es un subconjunto abierto que contiene a {0} x M, la aplicacién ¢y = ¢(0, —) :

M — M es la identidad g = idyy, v se tiene que

So(t + 57‘73) - Sp(ta 805(517))7
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si ambos lados de la ecuacién estan bien definidos. Fijado t, la aplicacién ¢y = ¢(t, —) :
M — M es un difeomorfismo cuya inversa es ()~ = ¢_y.

Se dice que el campo X (o, equivalentemente, su flujo ) es completo si D = R x M.
Nétese que un flujo con soporte compacto (en particular, cualquier flujo en una variedad

compacta) es completo.

6.4. Derivada de Lie. Dado un campo vectorial X € X(M), se puede definir un

operador en cada espacio de tensores
Lx T (M) — T (M),

que preserva los tensores simétricos y antisimétricos, denominado la derivada de Lie

asociada a X. Dado un tensor A € 7 (M), se define su derivada de Lie con respecto a X

(1) Ag, () — A
" .
La derivada de Lie cumple las siguientes propiedades, que la caracterizan axiomatica-

como

(e = iy

mente:

1. Si f: M — R es una funcién diferenciable, entonces Lx f = X f.
2. Regla de Leibniz:

Lx(A®B)=(LxA)® B+ A® (LxB).
3. Compatibilidad con la contraccion:
(LyA)(ar,...,ap, X1,..., Xs) =Y (A(ar, ..., 00, X1 ..., X))
—AlLyaq, ... 00, X1,..., Xy)
— = Ao, Ly, Xy, ..., X)
—Alag,...,ap, Ly X1, ..., Xs)
— = Aoy, 0, Xy, Ly X).
4. Compatibilidad con la diferencial exterior:
Lxod=doLx.

Finalmente, para una forma diferencial a € Q(M), la derivada de Lie, la diferencial
exterior y el producto interno se relacionan por medio de la formula “mdgica” de
Cartan

Lxa=1ix(da)+d(ixa).
De la compatibilidad con la contraccién se deduce ficilmente que la expresiéon en

coordenadas de la derivada de Lie estd dada por
iy i 1. iy ; i iy i\ Ai1ir 1k
(Lx AV =XPORATT) = (OeXM)ATE T — oo = (O XT) A5 T

k 010y k i1 ..
+ (0, XA A+ (05, XT)AL
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7. Distribuciones, foliaciones y el teorema de Frobenius

Comenzamos por enunciar el siguiente resultado clasico de ecuaciones en derivadas
parciales, cuya demostracion es elemental y puede leerse en (TO DO: CITAR: Spivak Vol.
1).

TEOREMA 7.1 (Teorema de Frobenius. Versién cldsica). Sea U x V. C R™ x R™ un
subconjunto abierto, donde U es un entorno de 0 € R™, y sean F; = (F},...,Ff) :
U xV — R" funciones diferenciables, para i = 1,...,m. Entonces, para cada x € V

existe una (y solo una) funcion diferenciable
a: W=V

definida en un entorno W de 0 en R™, que satisface

a(0) =,
%(t) = Fi(t,a(t)), para todot e W,

si y sdlo si existe un entorno de (0,x) € U XV en el que se cumple la siguiente condicion

de integrabilidad
OF; OF,  0F; , OF

k _
oti  oti | Ogzk? 8:1:"3Fj =0,

para cualesquiera i,j € {1,...,m}.

DEFINICION 7.2. Sea M una variedad diferenciable. Una distribucién de rango k en
M es un subfibrado D C T'M de rango k. En particular, para cada punto x € M se tiene un
subespacio vectorial D,, C T),M de dimensién k. Localmente, en abiertos U suficientemente
pequenos, es posible encontrar campos X1, . .., X; de modo que los vectores X1, ..., Xil|s
forman una base de D, para cada x € U. Decimos que los vectores generan la distribucién
D sobre U.

Una wariedad integral de una distribucién D en M es una subvariedad inmersa
N C M tal que T, N = D, para cada = € N. La distribucién D es integrable si para
cada punto x € M existe una variedad integral N C M de D con z € N.

Una distribucién D es involutiva si para cualesquiera dos secciones X, Y C I'(M, D) C
X(M), el corchete de Lie [X, Y] también es una seccién de D (es decir, si [X, Y], € D, para
todo x € M). En particular, si D es involutiva, entonces I'(M, D) forma una subélgebra
de Lie del algebra X(M).

PROPOSICION 7.3. Toda distribucion integrable es involutiva.

DEMOSTRACION. Sean X,Y C I'(M, D), x € M,y N C M una variedad integral de
D conz € M. Como N es una variedad integral de D, para todo y € NN se tiene que, en un

entorno de z, X, Y restringen a campos X|y,Y |y € X(IV). Por tanto, su corchete de Lie
[X|n,Y]|n] también es un campo en N, luego [X,Y], = [X|n,Y|n]z € ToN = D,. O

EJEMPLO 7.4.

1. Un campo vectorial X nunca nulo en una variedad diferenciable M genera una
distribucion de rango 1 en M. La imagen curva integral de X es una subvariedad
integral de D.
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2. En R", los campos 041, . . ., O generan una distribucién de rango k cuyas variedades
integrales son los subespacios afines paralelos al subespacio vectorial R¥ x {0} C R™.

3. Consideremos el campo vectorial radial X = 2°9; en M = R™\ {0} y la distribucién
de hiperplanos D en M tal que cada D, C R" es el hiperplano perpendicular al
vector X,. En cada punto = € M, la esfera de radio ||z|| centrada en 0 es una
variedad integral de D.

4. La distribucién D en R? generada por los campos

X =0, +y0,, Y =20,
no es integrable, ya que no es involutivas:

[X,Y] =0, ¢ T(R%, D).

TEOREMA 7.5 (Teorema de Frobenius. Versién local). Toda distribucion involutiva D
es integrable.
Mds aun, si m es el rango de D y m~+n la dimension de M, entonces para cada punto

x € M existe un sistema de coordenadas (U, (t,y)) con (t,y)(z) =0y

(tay)(U) = (_6’6) X X (_‘3—)5)7

para cierto € > 0, de modo que, para cada a € (—e,£)", el conjunto

No={ycU:y(y) =a}

es una variedad integral de D. Ademds, la interseccion de cualquier variedad integral

conexa de D con U estd contenida en alguno de estos subconjuntos Ng.

DEMOSTRACION. Veamos que el resultado se sigue de la versién clésica del teorema
de Frobenius. En primer lugar, nos damos cuenta de que, como la nocién de integrabilidad
es local, podemos suponer que M = R™*™ y basta probar la integrabilidad en torno al
punto (0,0) € R™*", En particular, podemos enteder D como una coleccién de m campos
vectoriales X1, ..., X,, en R™™" linealmente independientes. Con una eleccién apropiada

de coordenadas (t = (t',...,t™),z = (z',...,2")), podemos escribir estos campos como
Xi =0 + XFou.
Calculando directamente vemos que
X, X;] = (Btin — 0y X} + XFO X5 — X;?axkxis) o

Si denotamos F; = Xf@xk, nos damos cuenta de que la expresion anterior es precisamente
la condicién de integrabilidad para la EDP
Oa
ot
con o : U — R" definida en un abierto U C R™ con 0 € U.
Denotando ¢ = (id,«) : U — U x R™, el conjunto

(t) = Fz(tv a(t))7

No = o(U) = {(t,a(t) e R™" : t c U} c R
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es una subvariedad de R™™" cuyo espacio tangente en un punto (¢, a(t)) estd generado

por los vectores

dep(9yilt) = Opil(t,a)) + O (t) = Opilta)) + Fi(t, a(t)) = Xiltan)-

Por tanto, Ny es una variedad integral de D con (0, «(0)) € Ny. Mds generalmente, para

cualquier & € R™, podemos tomar a = x — «(0) y definir la subvariedad
No ={(t,a(t)+a) eR™™:tc U} C R,

que es una variedad integral de D con (0,z) € Ng. En particular, (0,0) € N_g(g). Esto
prueba que la distribucién es integrable.
Si definimos la funcién
y(t7 m) =T — Oé(t),
entonces
No={(t, ) eR™":t e U, y(t,x)=a}.
Por tanto, en las coordenadas (t,y), la variedad integral N, tiene la forma deseada. Nétese

ademads que, en estas nuevas coordenadas, podemos identificar
il (ty) = Osil(te) + Onr(t) = Xil(t,2)-

Luego, en estas coordenadas, la distribucién estd generada por los campos 01, . .., Opm.
Finalmente, supongamos que N C U es una variedad integral de D conexa, y denote-
mos por ¢ : N — U la inclusién. Para cualquier vector tangente X, € T, N, tenemos

d(y’ 0 i)(Xy) = X, (v’ 0i) = dyi(X,)(y’) =0,

ya que dyi(X,) € Dy, que estd generada por los 8yi|,. Por tanto, d(y’ o i) = 0 para todo
j =1,...,n, con lo cual las funciones 3/ o i son constantes en N. Como N es conexa,
tenemos que N C Ng, para algin a € R”. O

DEFINICION 7.6. Una foliacién F de dimension k en una variedad diferenciable
M es un conjunto
F={F:iel}
de subvariedades inmersas conexas F; C M, llamadas hojas de la foliacién, de dimensién

k, no vacias y disjuntas dos a dos, con M = |J..; F; y de modo que, para cada © € M

i€l
existe un sistema de coordenadas (U, x) con x € U de forma que (U) C R™ es un cubo y,
para cada ¢ € I, la interseccién U N F; es vacia o una uniéon numerable de subvariedades

de la forma
x ! ({(xl, oxt)ex(U) gttt = A g = cn}) ;
para (cFt1, ... ") € R*F,

EJjemprO 7.7.
1. El conjunto de todos los subespacios afines de R™ de dimensiéon k paralelos a
R¥ x {0} C R" forma una foliacién k-dimensional de R™.
2. El conjunto de los rayos de la forma {\z : A > 0} para x € R\ {0} forma una

foliacién de dimensién 1 de R™ \ 0.
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3. La coleccién de las esferas centradas en 0 es una foliacién de dimensién n — 1 de
R™\ {0}.

4. Si M y N son variedades diferenciables conexas, los subconjuntos de la forma
M x {y}, para y € N, forman una foliacién de M x N cuyas hojas son difeomorfas
a M. Por ejemplo, los circulos de la forma S x {y} C T? o los circulos de la forma
{z} x 81 C T? forman dos foliaciones diferentes en el toro T2.

5. Otra foliacién interesante en el toro es la dada por el conjunto
F = {(eit,ei(at"'e)) :0 € R} c 72,

para un ntumero fijo o € R. Esta es una foliacién de dimension 1. Si « es racional,
entonces sus hojas son circulos embebidos, mientras que si « es irracional, cada

hoja es densa en T2.

TEOREMA 7.8 (Teorema de Frobenius. Versién global). Sea D una distribucion invo-
lutiva de rango k en una variedad diferenciable M. El conjunto de todas las variedades

integrales conexas mazimales’ de D forma una foliacién de M.

DEMOSTRACION. De la version local del teorema de Frobenius se sigue que M puede
recubrirse por un conjunto de sistemas de coordenadas (U,, o) de modo que toda inter-

seccién conexa de una variedad integral con U, estd contenida en una de las subvariedades
Ny ={zeUy:2l(x)=d,j=k+1,...,n},

con n = dim M y para ciertos a’ € R. Cada una de estas subvariedades N se denomina
una rebanada de U,. Una rebanada N de U, puede cortar a Ug en més de una rebanada,
pero N N Ug tiene a lo sumo una cantidad numerable de componentes conexas, y cada
componente estd contenida en una tinica rebanada de Usg.
Tomemos un punto x € M, uno de estos sistema de coordenadas (Up, xg) en torno a
x, vy sea Ny la rebanada de Uy que contiene a x. Decimos que una rebanada N de algin
U, estd unida a x si existe una sucesién ag, aq,...,q; = « de elementos de I y rebanadas
Nj de Uy, con NjN Nji1 # @, para cada j = 1,...,l. Nétese que a lo sumo existe una
cantidad numerable de rebanadas unidas a x, de modo que la unién de todas ellas
Fo= U N
N rebanada unida a x
es una subvariedad conexa de M. Para otro punto y # x, tenemos que, o bien F, = Fy, o

bien F, N F, = @. Concluimos que el conjunto
F={Fp:zeM}

forma una foliacién de M, cuyas hojas son variedades integrales de D, y tal que, para
cualquier otra variedad integral N de D, se tiene que N C F,, para cualquier punto
x € N. ]

2Es decir, no contenidas en una variedad integral conexa mas grande.






Capitulo 11

Topologia algebraica en variedades

8. Cohomologia

8.1. Cohomologia de Eilenberg—Steenrod. Los grupos de cohomologia (relati-
va, con coeficientes en R) se pueden definir de manera axiomética como una coleccién de
funtores contravariantes H*, para k € Z, de la categorfa de pares (X, A), donde X es
un espacio topolégico y A C X un subconjunto, a la categoria de grupos abelianos que
cumplen las propiedades que enunciamos a continuacién. De ahora en adelante, si (X, A)
es un par, denotamos su k-ésitmo grupo de cohomologia relativa como

H*(X, A;R),

y, si f es una aplicacién continua entre pares, denotamos f* = H¥(f) para cualquier k.
Denotamos el k-ésimo grupo de cohomologia de X como

H*(X,R) = H*(X, &; R).

8.1.1. Axioma de escision. Dado un par (X, A) y un subconjunto Z C A cuya adhe-
rencia estd totalmente contenida en el interior de A, entonces la inclusién i : (X\Z, A\Z) —

(X, A) determina un isomorfismo
it HRN(X, A;R) — HY(X\ Z, A\ Z;R)

para cada k € Z.

8.1.2.  Axioma de dimension. H°(x) =Ry H*(x) = 0 para todo k # 0.

8.1.3.  Azioma de aditividad. Si X =[], X; es una unién disjunta, entonces H* (X,R) =
®, H*(X;,R).

8.1.4. Azioma de ezactitud. Todo par (X, A) determina una sucesién exacta larga

en cohomologia

Sk

o — H¥X, A;R) & HY(X,R) & H¥(A,R) - H (X, A;R) — -,
dondei: A— X yj:(X,9)— (X,A) son las inclusiones naturales.

8.1.5. Azioma de homotopia. Si f,g: (X, A) — (Y, B) son dos aplicaciones relativa-
mente homotdpicas, entonces f* = g*.

TEOREMA 8.2. Los grupos de cohomologia relativa existen y son unicos (salvo isomor-
fismo natural).

OBSERVACION 8.3. Hay varias formas de construir los grupos H*(X, A;R). La manera
clésica es la cohomologia singular, en términos de los grupos de cadenas singulares
(combinaciones lineales de cubos en X). Otra forma tipica, que funciona en espacios pa-

racompactos es la cohomologia de Cech, en términos de recubrimientos por abiertos. La

25
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forma mas directa es usando la teorfa de haces: el grupo H*(X, A;R) es el grupo de co-
homologia de haces H*(jiR;), donde U = X \ A es el complemento de A, j; denota la

extensién por 0, y R;; es el haz constante R en U.

8.4. Cohomologia de de Rham. Se define el complejo de de Rham Q°*(M)

asociado a una variedad diferenciable M como el complejo de cadenas

QM) —4s V(M) —% oo —L QF(M) —4s QR (M) —L L

Dado k € Z, se define el k-éstmo grupo de cohomologia de de Rham de M como el

grupo de cohomologia
er(d: QF k+1
R S (e

8.5. Notese la funtorialidad de las construcciones. Para cada aplicacion diferenciable
f + M — N tenemos una aplicacién inducida f* : Q*(N) — Q°*(M) que envia cada

forma diferencial a su pull-back. Veamos que, ademads, la cohomologia de de Rham es
invariante por homotopia. Puesto que toda aplicacién continua se puede aproximar por
aplicaciones diferenciables, bastara considerar homotopias diferenciables entre aplicaciones
diferenciables.

PROPOSICION 8.6. Sean M y N dos variedades diferenciables, fo, f1 : M — N dos
aplicaciones diferenciables y f : M x [0,1] — N wuna homotopia diferenciable entre fy y

f1. Entonces existe una homotopia h entre los morfismos de complejos fi, ff : Q*(N) —
Q°*(M).

DEMOSTRACION. Basta demostrar que existe una homotopia hg entre los morfismos
de complejos ig, 17 : Q°(M x [0,1]) — Q°(M), donde ig,i; : M — M x [0,1] son las
inclusiones ip(x) = (z,0) e i1(x) = (z,1). En efecto, como fy = foigy fi = foiy,si

tomamos h = hg o f* tenemos que, para toda forma diferencial «,
h(da) +d(ha) = ho(f*de) +d(hof*a) = (hod+dho)(f* ) = (if —i5)(f ") = (g% — f*) ().
Finalmente, la homotopia hy puede construirse como la coleccién de aplicaciones

ho : QF(M x [0,1]) — QF1(M)

1
oz%)/ ig,wdt,
0

donde t es la coordenada en [0, 1]. En efecto, para ver que hod+dhg = i —if, basta calcular
en coordenadas locales z', ..., z". Por la linealidad de hg, basta probarlo en los casos

1. a=az,t)dt Ndzxt A--- A dze1
2. a=a(z,t)dx A--- Ada'.
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Para el caso 1

1
d(hoa) = d [ / a(t,:c)dt) dz™ A - A dat
0
1 - . .
= 0; ( a(t, x)dt) dx? Ndz'™ A - A dxtRt
0
= </ @a(t,x)dt) dx? Ndx' N - Ndz't
0
ho(dar) = h (9;a(t, z)dt Adz? Adz™ A--- A da'=?)
1
= / dja(t, x)ig,(dt A dx? Ndaz™ A--- A da'1)dt
0
=— (/ 8ja(t,x)dt) dx? Ndz'™ N N dxtL
0

Luego dho(a) — hod(a) = 0. Por otra parte,

(iédt)(m,n = d(t © io)(x,t) =
(ﬁdt)(m,t) =d(to il)(x,t)

Ahora, para el caso 2 tenemos que ig,a = 0, luego dhoar = 0, mientras que

d(0) = 0
d(1) = 0.

1
ho(da)) = </ 8ta(t,x)dt> dz"" A---Ndx' = (a(l,2) —a(0,z))dz" A- - -Adx' = ija—ija.
0
En ambos casos, concluimos que hg da una homotopia entre ij e 7. ]

COROLARIO 8.7 (Lema de Poincaré). Los grupos de cohomologia de de Rham de R™
son
R sik=0,

HY: (R™) =
" 0 sik#0.

DEMOSTRACION. Basta tomar una equivalencia homotépica entre R™ y un punto. [

TEOREMA 8.8 (Teorema de de Rham). Sea M una variedad diferenciable. Para cada

k € Z existe un isomorfismo
H*(M,R) — HY (M).

OBSERVACION 8.9. Esta es una versién algo abstracta del teorema de de Rham. Una

afirmacion mas concreta es que la aplicacién dada por la integral
CH(M) x QF(M) = (0,w) »—>/ w
a([0,1]*)

emparejando k-cadenas singulares con k-formas determina un isomorfismo entre la co-
homologia singular de M y su cohomologia de de Rham. Esta versiéon abstracta puede
probarse con la tecnologia de la teoria de haces: basta ver que el complejo de de Rham

proporciona una resolucién aciclica del haz constante.

8.10. Estructura de anillo. La equivalencia entre la cohomologia definida axiomati-

camente y la cohomologia de de Rham nos permite definir un producto en cohomologia,
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el llamado producto cup
—+ HP(M,R) x H(M,R) = H"* (M, R) ([a], [8]) ~ [a A 5.
Esto nos permite definir el anillo de cohomologia de M, como la suma

H*(M,R) = @ H*(M,R),
kEZ

equipada con el producto cup. Este anillo es, de hecho, una R-algebra

8.11. Cohomologia celular. La forma mas efectiva en la préactica de calcular gru-
pos de cohomologia es utilizar una descomposicion en celdas. Dada una variedad diferen-
ciable M de dimensién n, una descomposicion en celdas de M es una sucesién de

espacios topoldgicos
=M 1 CMyCM C--CMCMgy1C---C My CM,,=M,

donde cada pieza M}, llamada el k-esqueleto de la descomposicion, se obtiene de la an-
terior My_; pegando una cantidad finita {e1,..., e, } de espacios, denominados k-celdas,
todos ellos homeomorfos a la bola cerrada unidad en R*, a lo largo de su frontera. El

numero

se denomina la caracteristica de Euler de M.

Se tiene entonces un isomorfismo
k ~d
H"(My, M_1;R) = R%*,

para cada k € Z. Estos grupos encajan en el siguiente diagrama

HR(Mj41,R) =2 HF(M,R) H*(Mjy1,R) =0
\ /
H*(M,,, R)
/ \
sy HFY(My_y, My_o; R) H*(My, Myy_1;R) ———————————— H**''(Mpyy, Mi;R) —— -+
\ /
HFY (M1, R) HY (Mg, R).

Este diagrama nos dice que podemos considerar el complejo celular CH®(M,R) con
CH*(M,R) = H*(Mj, My_1;R) = R%* y que sus grupos de cohomologia coinciden con los
grupos H®(M,R). Concluimos que
X(M) = x(RT(Ryy)) = > (~1)" dim H"(M, R).
k
Aqui, recordamos que la caracteristica de Euler de un complejo A® de espacios vectoriales
se define como

X(A%) =) (~1)"dim A*.
k
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Esta funcién es aditiva, en el sentido de que, si 0 — A®* — B®* — C'® — 0 es una sucesién

exacta corta de complejos, entonces
X(B*%) = x(A*) + x(C*).

EJercicio 8.12. Veamos ahora algunos ejemplos.

1. Esferas. Una n-esfera S™ admite una descomposicién celular con dos celdas: una
0-celda y una n-celda. Por tanto, su complejo celular CH®(S™,R) es

0 R 0 R 0.

Por tanto,

HY(S™ R) = CHE(S™ Ry = 4 S R=0m
0  en caso contrario.

2. Superficies compactas orientables. Una superficie compacta orientable de
género g, que denotamos por X4, puede verse como un poligono de 4g lados con
una cierta relacién de pegado de los mismos. De aqui se obtiene una descompo-
sicién celular de Y, con una O-celda, 2¢g 1-celdas, y 1 2-celda. El complejo celular

CH*®(34,R) se escribe entonces como

0 R R29 R 0,
v todas las aplicaciones de este complejo son 0, por las relaciones de pegado de la
superficie. Por tanto,
R sik=0,2
H*(Z,,R) = CH*(Z,,R) = { R sik=1
0 en caso contrario.

En particular, recuperamos la conocida férmula para la caracteristica de Euler

X(M) =2-2g.

8.13. Cohomologia con soportes compactos. Los grupos de cohomologia
con soporte compacto de un espacio topolégico X (con coeficientes en R), se definen
como limites directos

Hi(X,R):=  lim  HYX, X\K;R).
K CXcompacto
Para una variedad diferenciable M, tenemos los espacios de formas diferenciales con

soporte compacto
QF () = {a € Q¥(M) :sop(a) C K, K C M compacto} ,

donde sop(a) = {x € M : a, # 0}. La diferencial exterior de una forma con soporte com-
pacto también tiene soporte compacto; se obtiene entonces el complejo de de Rham

con soporte compacto

QM) —% QL(M) —4 ... 4 QF (M) —4s QF Y (M) —Ls L
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cuyos grupos de cohomologia son los grupos de cohomologia de de Rham con soporte

compacto

_ ker(d: QF (M) — QFL(M))
N d(Q2e™H(M)) '
Con las mismas técnicas que demuestran el teorema de de Rham abstracto se obtiene un

Hig (M) = H(Q2(M))

isomorfismo
Hir (M) = HY (M, R),
para todo k € Z.

PROPOSICION 8.14 (Lema de Poincaré para soporte compacto). Los grupos de coho-
mologia con soporte compacto de R™ son

kon R sik=n,
H;(R™R) =
0 sik#n.
DEMOSTRACION. La esfera S™ es la compactificacién de Alexandroff de R™, de modo
que
HFR™,R) := lim  HFR",R"\ K;R) = H"(S",00;R).
K CR"compacto

Por tanto, tenemos una sucesién exacta
T Hﬁ(anR) — Hk(Sn,R) — Hk(*,R) — H§+1(RH;R) I

Ahora, los grupos de cohomologia de la esfera y del punto son

R, sik=0,n
Hk (Sn’ ]R) — 9 ) )
0, en caso contrario,
R, sik=0,
H*(%,R) =
0, en caso contrario.
Sustituyendo en la sucesion exacta, se tiene lo que se queria probar. O

COROLARIO 8.15 (Dualidad de Poincaré local). El emparejamiento

OFR™) x Q" F(R™) - R, (a, B) — alAp
R”

determina un isomorfismo

HFR",R)* = H" ¥R, R).

TEOREMA 8.16 (Dualidad de Poincaré (global)). Si M es una variedad diferenciable

orientable, el emparejamiento
QF (M) x Q" F(M) = R, (a,8) — / alp
M

determina un isomorfismo
HF(M,R)* = H" (M, R).

OBSERVACION 8.17. De nuevo, la tecnologia de la teoria de haces permite hacer este
paso local-global, y es la herramienta principal detras de la prueba de la dualidad de
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Poincaré global. La orientabilidad de la variedad es crucial. En efecto, en general el “dual”
del haz constante es el haz de orientaciones, que es isomorfo al haz constante si y s6lo

si M admite una orientacion.

9. Teoria de Morse y teoria del grado

9.1. Funciones de Morse. Otra forma de estudiar la topologia de las variedades
diferenciables es por medio de las funciones de Morse. Si M es una variedad diferenciable de
dimensién ny f: M — R es una funcién, se denomina un punto critico de f a un punto
x € M tal que d, f = 0. Se denota por Crit(f) C M el conjunto de los puntos criticos de f.
Laimagen VC(f) C R de este conjunto es el conjunto de los valores criticos. El hessiano
de f en un punto critico x € Crit(f) es la forma bilineal Hess,(f) : ToM x T,M — R
definida por

Hess; (f)( Xy, Ya) = Xo 0 Yo (f) = Yo 0 Xo(f).

Nétese que, como x es un punto critico, tenemos que [X, Y], (f) = df ([X,Y]z) = 0. Se dice
que x es un punto critico no degenerado si la forma bilineal Hess,(f) es no degenerada.

La signatura de esta forma bilineal es en tal caso

(TL - /\m(f)a )\z(f))a

donde A, (f) es un nimero denominado el indice de f en xz. Se dice que la funcién f
es una funcion de Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados. El resultado
fundamental es el siguiente.

TEOREMA 9.2 (Lema de Morse). Si x es un punto critico no degenerado de f de indice
A, entonces existe un sistema de coordenadas local  en torno a x en el cual la funcion f
puede escribirse como

A
F=f@) =3 @+ 3 @i

i=1 i=X+1

9.3. Caracteristica de Euler via teoria de Morse. Lo interesante ahora es que
el indice de una funcién de Morse tiene informacién topoldgica. Consideramos entonces
una variedad diferenciable compacta M y una funcién de Morse f : M — R. Tomamos
ahora unos valores ag < ... < ay € R\ VC(f) de forma que ayp < min f, que ay > méx f
y que cada intervalo (ag_1,ay) contiene un tnico valor critico ck.

Para cada a € R, denotamos M, = f~'(a). Si a no es un valor critico, entonces, por
el teorema de la funcién implicita, el subconjunto M, C M es de hecho una subvariedad
regular. Mas generalmente, para cada k = 0,1,..., N, definimos M} = f~!((—o0,a]).
Esto proporciona una descomposicién

g=MyC My C---CM,CMpy1 C---CMny_1CMy=M.

Ahora, para cada k tenemos una sucesion exacta larga

= HY (M1, Mi;R) — HI(My11,R) — HY(M,R) — H (Mg, Mi;R) — -+
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Por tanto,
X(Mi11) = x(My) = > (=1)" dim H* (M1, My; R).
i
Sumando en k, obtenemos
N

X(M) = x(My) = > (x(Mg11) = x Z D (1) dim H* (M1, My; R).

k=0 k=0 1
Basta entonces calcular las cohomologfas relativas H*(My, 1, My;R). Como f es una
funcién de Morse y M es compacta, hay una cantidad finita de puntos criticos en la
preimagen f~(cx) = {x1,...,2m}. En torno a cada uno de estos puntos z; € f~(cg),

podemos tomar unas coordenadas en las que f se escribe como

by n
f=a-S @)+ 3 @)
i=1 i=Aj+1

donde \; = Az, (f). Podemos escribir entonces, para algin & > 0,

f (ck —€) H Z - Z(mi)2:—5 ::HC;
i1 j=1

=1 i:/\j+1

3

f Y ew +e) H Z (2)? = +e ::HC’]-*.
j=1 j=1

i=1 i=\;+1
Cada una de las piezas C’; es homeomorfa al producto S*~1 x D"~ de una esfera de
dimensién A\; — 1 y de una bola cerrada (n — A;)-dimensional. Por otra parte, cada una
de las piezas C';-r es homeomorfa al producto D% x S?~%~1. Tenemos entonces que el par

(Mp41, My) es homotépicamente equivalente al par
m
H(D)\j % Dn_/\j,SAj_l7Dn_)\j),
j=1

que a su vez es homotdpicamente equivalente al par

m

[[@Y, sy .

j=1
Ahora, la cohomologfa relativa H* (D%, S*~1;R) es isomorfa a R si \; = i y nula en caso

contrario. Por tanto,

m
dim H'(Ms1, MigR) = Y 0.

Concluimos entonces que

N m
X(M) = 30 (1) dim H (Mg, Mg R) = 3OS (<1) S, = 30 (10,
— = - =

zeCrit(f)

Hemos demostrado lo siguiente.
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TEOREMA 9.4. Si f: M — R es una funcion de Morse, entonces

R DI C

z€Crit(f)

9.5. Teoria del grado. Una aplicacién diferenciable propia f : M — N entre dos
variedades de la misma dimensién n induce una aplicacién en las cohomologias con soporte
compacto

f*:H}YM,R) — H(N,R).
Si M y N son orientables, por la dualidad de Poincaré, tenemos isomorfismos H'(M,R) =
H!(N,R) = R. Si ademés fijamos las orientaciones en M y N, la aplicacién f* determina
una aplicacion lineal
ffR—=R, z+ (deg f)x,

donde deg f es un numero real denominado el grado de Brouwer de f. Més explicita-
mente, componiendo la dualidad de Poincaré con el teorema de de Rham, tenemos que,
para cada w € Q7 (N), el grado se obtiene como

frem

PROPOSICION 9.6. Sea y € N un valor reqular de f; es decir, d.f # 0 para todo
x € f~Y(y). El grado deg f puede calcularse como

deg f= Y e),
zef~1y)
donde
+1  sid.f preserva la orientacion

ef(z) =
—1  sid.f invierte la orientacion.

En particular, deg f € Z.

OBSERVACION 9.7. Nétese que, si y es un valor critico, f es un difeomorfismo local en
cada punto x € f~(y), de modo que f~!(y) es discreto y, como f es propia, la preimagen
f~(y) es finita, de modo que la suma anterior est4 bien definida.

DEMOSTRACION. Podemos tomar un entorno conexo V' C N de y cuya preimagen por
f es una unién disjunta
o= 11 e
z€f~1(y)
de entornos U, de cada x € f~1(y) y de modo que f restringe a un difeomorfismo f, :=
flu, : Uz — V para cada z. Tomemos entonces una n-forma w € Q7 (V). Podemos
descomponer

degs [ w=[ pu= 3 /fw— ef<x)/vw= S @),

zef~1(z) () zef~1(x)

donde hemos usado que cada f, es un difeomorfismo. O
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La teoria del grado tiene numerosas aplicaciones al estudio de la topologia de las
variedades diferenciables. Un ejemplo clédsico es el teorema del punto fijo de Brouwer.

Primero probamos algo mas general.

TEOREMA 9.8. Sea N una variedad compacta, conexa y orientada de dimension n y
sea M una variedad compacta, conexa y orientada de dimension n—+1 y con borde conexo.
Si f:OM — N es una aplicacion continua tal que existe una extension F: M — N, con
Flonr = f, entonces deg f = 0.

DEMOSTRACION. Tomamos una forma w € Q"(N) y aplicamos el teorema de Stokes

ffw= / Frw = / d(F*w) = / Fdw =0,
oM oM M M
ya que dw = 0. O

COROLARIO 9.9 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda aplicacion continua del
disco n-dimensional en si mismo tiene algin punto fijo.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una funcién g : D™ — D" sin punto fijo.
Podemos definir entonces la funcién

z— f(x)

F:D"— S gy Z I

lz = f(@)I’
que es una extensién de la funcién f = Flgn-1 : S"1 — §"~1. Por el teorema, deg f = 0.
Sin embargo, la funcién
z—tf(x)
oz —tf(2)]l
da una homotopia entre f = h(—,1) y la identidad idgn-1 = h(—,0). Por tanto, deg f =
degidgn-1 = 1 y llegamos a una contradiccién.

h:S" 1 x0,1] = S,z h(x,t) =

O

9.10. El indice de un campo vectorial. Sea M una variedad diferenciable de
dimensién n y X un campo vectorial en M. Supongamos que x € M es un punto en el
cual X, = 0, y que es un punto aislado en el conjunto de los puntos con tal propiedad;
decimos que x es un cero aislado de X. En tal caso, podemos tomar una pequena bola
cerrada D en torno a x de forma que X no se anula en ningin otro punto de D. Tomando
unas coordenadas locales @ en D, podemos definir la aplicacién

n—1 x X(m)
DA te} = 870 == @

que restringe a una aplicacién X : 0D — S™"!. Se define el indice de X en z como el
grado de esta aplicacion

ind, X = deg X.
Si X es un campo que sélo tiene ceros aislados, se define el indice (global) de X como

la suma de sus indices locales

ind X = Z ind, X.
x: X=0
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Resulta que, como veremos a continuacién, este indice global es un invariante topolégico.

OBSERVACION 9.11. Noétese que el indice global también puede definirse como el grado
de una aplicacién. En efecto, en torno a cada z con X, = 0 tomamos una bola cerrada D,
y una aplicacién X, : 9D, — S™~! como antes, y definimos
X: [[ oD, — s
z:X;=0

como X (y) = X.(y), si y € D,. Tenemos entonces que
ind X = deg X.
PROPOSICION 9.12. FEl indice ind X no depende del campo elegido.

DEMOSTRACION. Tomemos dos campos X y X con ceros aislados. Como los campos
forman un espacio vectorial, podemos construir una familia de campos X; dependiente de
t que los interpola

Xi=(1—-t)Xo+tX1, t€]0,1].
Los puntos (¢, x) tales que X;, = 0 forman una subvariedad Z C [0, 1] x M, y se puede
construir otra subvariedad N C [0,1] x M que “rodea” a Z y de forma que, para cada
t € [0,1], la intersecciéon Ny = N N {t} x M es una unién disjunta de esferas n — 1-
dimensionales cada una de las cudles contiene un tnico cero de X; en su interior. Podemos

entonces definir una aplicacién

X:N —[0,1] x s**

(t,x) — (&, Xe(x) /|| Xe(2)]])
y, para cada t, tenemos una aplicaciéon X; : Ny — S"~! que cumple que
ind X; = deg X;.
Por tanto, si w € Q" 1(S""1) es una forma de grado méximo con fsn—l w = 1, tenemos,
por el teorema de Stokes,
ind X7 — ind X = deg Xy — deg X; = X*w= / X*(dw) = 0.
8N N

Por tanto ind Xy = ind X7. ]

TEOREMA 9.13 (Poincaré-Hopf). Para todo campo X con ceros aislados en M, se
tiene que
ind X = x(M).

DEMOSTRACION. Supongamos que f : M — R es una funcién de Morse. Consideremos
el campo gradiente V f, que en coordenadas locales x se define como

Vi) = (01f(),...,0nf(x)).

Como el indice no depende del campo escogido, basta probar que ind V f = x(M). Ahora
bien, Vf se anula en un punto x € M si y sélo si f tiene un punto critico en z. Por el

lema de Morse, en un cierto sistema de coordenadas local @, la funcién f puede escribirse
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como

A
f=Ff@) =) @)+ Y (@)

i=1 i=A+1
donde A es el indice de f en x. Por tanto,

Vf(x)=(—2z',..., =222 222 .. 22™).
La correspondiente aplicacién V£ : S»~! — S"~! est4 dada por la aplicacién
Vi(x) = (—z, ..., =22 ™),
cuyo grado es igual a (—1)*. Por tanto, ind, Vf = (—1)*. Globalmente, obtenemos
ndX =indvf= Y (=)0 =y(0),
2:(V ) 2=0

como queriamos probar. O

COROLARIO 9.14 (Lema de Hopf). Sea M C R?N*! una hipersuperficie reqular com-
pacta y orientada y sea m : M — S?N la aplicacion de Gauss, que asocia a cada

punto © € M el vector unitario normal n(x) € S?V en el sentido compatible con la

orientacion. Se tiene que

1
degn = §X(M)

DEMOSTRACION. Tomamos cualquier vector unitario w € S?Y c RZ2V*! que sea un
valor regular de m y tomamos su proyeccién ortogonal a cada espacio tangente T, M, de
modo que obtenemos un campo vectorial X en M; detalladamente

Xz =u— (n(x),u)n(x).

Los ceros de este campo X son aquellos x € M tales que (u,n(z)) = 0. Es decir, X, =0
si y solamente si n(z) = +u. Por tanto,

ind X = Z ind, X.

zen~1(tu)

Noétese que la correspondiente aplicacién X invierte o preserva la orientacién si y solo si

lo hace n, luego el indice local de X en z puede calcularse como
ind; X = en(2).
Concluimos que, por el teorema de Poincaré—Hopf,

X(M)=ind X = Z en(x) + en ()

zen—1(u) zen—1(—u)

= degn + deg(—n) = degn + (—1)2Y degn = 2degn,

luego degn = %X(M) O



Capitulo III

Geometria riemanniana

10. Meétricas riemannianas

10.1. Recordemos que un espactio afin sobre un espacio vectorial real V' es un con-
junto A junto con una accién libre y transitiva por la derecha de V. (Decimos que A es
un V-torsor). Un espacio euclidiano es un espacio afin A sobre V' equipado con un

producto escalar
(—,—):VxV —R,

que recordamos que es una forma bilineal simétrica y definida positiva. Recordemos tam-
bién que una base {ey, ..., e,} de V se denomina ortonormal si (e;, e;) = ;5. El algoritmo

de Gram—Schmidt permite producir una base ortonormal a partir de una base cualquiera.

DEFINICION 10.2. Una métrica riemanniana (o, simplemente, una métrica) en una
variedad diferenciable M es una eleccién de producto escalar (—, =), : T, M XT, M — R en
cada espacio tangente, que depende del punto x de forma diferenciable. Equivalentemente,
una métrica riemanniana es un tensor simétrico y no degenerado de tipo (0, 2).

Un par (M, g) formado por una variedad diferenciable con una métrica riemanniana
en ella, se denomina una variedad riemanniana. Una isometria entre dos variedades

Riemannianas (Mi,g1) y (Ma,g2) es una aplicacién diferenciable f : M — N tal que
92 = g1

10.3. Tomando coordenadas locales z!,..., 2" en U C M, podemos escribir una métri-
ca como
g = gijda’da’,
donde g;; : U — R cumple
9ij () = (ilz; Ojla)a-
En otras coordenadas y',...,y", una métrica g se puede escribir como
g = gijdz'dx! = hapdy®dy®.

Por tanto,

oy Oyb

gij = Nap Oz @-
10.4. Longitud, distancia y volumen. Una métrica riemanniana es también una
métrica en el sentido de que dota a la variedad M de estructura de espacio métrico. En

efecto, dada una curva diferenciable v : [0,1] — M, podemos definir su longitud ¢(v)

1
() = o) = /0 SO A Ot
37

como la integral
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Definimos entonces la funcién de distancia
d(z,y) = dg(z,y) = Inf {£(y) : v : [0,1] = M curva diferenciable con v(0) = z,v(1) =y} .

Nétese ademéas que una métrica riemanniana g en una n-variedad orientada M tiene

asociada de forma natural una forma de volumen dvol, € Q"(M) definida como sigue.

Para cada p € M, se toma una base ortonormal positiva ey, ...,e, del espacio tangente
TM, con base dual ', ...,0", y se toma dvoly = G'A---AO™. Esta forma esta bien definida
ya que, si se toma otra base ortonormal positiva €], ..., e, ésta difiere de ey, ..., e, por

una matriz A € SO, (R), de modo que
@)V A A @) =det(A) A AT =0V A A O

Si 2!, ..., 2" son coordenadas locales, entonces podemos escribir

dvol, = \/det(g;;)dz" A --- A da".

10.5. Si consideramos el espacio euclidiano R™ con su producto escalar estandar, cual-
quier subvariedad M C R" hereda una métrica al restringir el producto escalar a cada
espacio tangente. Este es el tipo de variedades riemannianas que se estudiaron en la geo-
metria diferencial cldsica. En particular, se estudiaron las 1-variedades en R? y en R? (las
curvas planas y las curvas en el espacio, respectivamente) y las 2-variedades en R?
(las superficies en el espacio).

10.6. Existencia. La existencia de métricas Riemannianas en cualquier variedad
diferenciable es clara. Basta tomar, para cada sistema de coordenadas local  : U — R", el
pullback del producto escalar estandar en R™. Es decir, tomamos la métrica Riemanniana
gu en U tal que la base {0;:1=1,...,n} es ortonormal. Para recuperar una métrica
definida globalmente, basta tomar una particiéon diferenciable de la unidad p;r subordinada
a la familia de abiertos U y definir

9= Z PUIU -
U

10.7. Subir y bajar indices. Un producto escalar (—,—) : V x V — R, al ser
definido positivo, determina un isomorfismo V' — V*, que envia cada v € V a la forma
lineal (v,—) : V. — R. A su vez, precomponiendo con este isomorfismo, se obtiene un
producto escalar en V*.

De igual manera, una métrica Riemanniana en una variedad M determina el denomi-
nado isomorfismo musical TM — T*M, que envia cada campo vectorial X € X(M) a
la 1-forma X* = g(X, —) € Q'(M). Componiendo con este isomorfismo, se obtiene un ten-
sor simétrico g de tipo (2,0), denominado el tensor métrico inverso. En coordenadas,
denotamos

g =g" 9i0;.
Ademas, se cumple la identidad

N .
9" grj = ;.
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Para cambiar de coordenadas, tenemos la férmula

i 0y" 0y"

Oxt Oz
En mas generalidad, permite intercambiar partes covariantes y partes contravariantes

hab —

de cualquier tensor, definiendo, para T € T*(M),

11. Simetrias y estructuras geométricas

11.1. EIl programa de Erlangen. Con motivo de su ingreso en la Universidad
de Erlangen (Alemania), Felix Klein publicé su famoso “Erlanger Programm”, uno de
los trabajos mas influyentes en la geometria de todos los tiempos. La idea fundamental
que propuso Klein es que entender una estructura geométrica esencialmente corresponde
a entender su grupo de transformaciones. Esta idea ha trascendido hasta nuestros
tiempos, y vamos a explicar como se manifiesta en las geometrias que ya hemos explorado:

la geometria lineal, la geometria afin, la geometria euclidiana y la geometria riemanniana.

11.2. Geometria lineal. El grupo de automorfismos de un espacio vectorial V es

el grupo general lineal
GL(V) = Aut(V) = {f : V — V lineal e invertible} .

Si V =R", entonces GL(V) = GL,,(R) es el grupo general lineal formado por las matrices
n x n invertibles. En particular, GL; (R) = R*.
Si V tiene dimensién n, el conjunto B(V') de sus bases se identifica con

B(V) = {b : R™ 5 V isomorfismo lineal} .

Si V = R", entonces simplemente B(R") = GL,(R), pero en general B(V) es un torsor
para el grupo GL,(R). Es decir, existe una accién libre y transitiva por la derecha de
GL,(R) en B(V). Esta accién es la accién de “cambio de base”: dada g : R™ — R" lineal
e invertible, definimos

b-g=bog.

11.3. Geometria afin. Un espacio afin A sobre un espacio vectorial V es un V-
torsor, de modo que dados dos puntos a,b € A, podemos definir el “vector que los une”
a—>b e V. Una aplicacién afin f : A — A de un espacio afin en si mismo es una aplicacién

tal que existe una aplicacion lineal g : V' — V' que cumple

fla) = f(b) = gla—1b),
para cualesquiera dos puntos a,b € A. Denotamos por Aff(A) el grupo de las aplicaciones
afines invertibles. La asignacién f — ¢ define una aplicacién Aff(A) — GL(V') que exhibe
Aff(A) como una extensién
0 — V — Aff(A) — GL(V) — 1,
donde la aplicacién V' — Aff(A) estd determinada por la accién de traslacién de V' en A.

Esta extensién escinde al elegir un punto base ag de A. En ese caso, podemos escribir todo
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punto a de A como a = ag + v para un unico vector v € V y, para toda aplicacién lineal
g:V =V, la aplicacién f(a +v) = a+ g(v) es una aplicacién afin.

Una referencia afin estd dada por un par (a,b), donde a € A esun puntoy b: R” — V
es una base; equivalentemente, una referencia estd dada por un isomorfismo de espacios
afines A" — A, donde A" es el espacio afin estdndar. De igual forma, el conjunto B(A) de
las referencias afines de A es un torsor para el grupo Aff,(R) = Aff(A™) de automorfismos
afines del espacio afin estandar.

11.4. Geometria euclidiana. Si (V,(—,—)) es un espacio vectorial con un pro-
ducto escalar, se define el correspondiente grupo ortogonal O(V, (—, —)) C GL(V') como el

subgrupo de los automorfismos lineales de V' que preservan el producto escalar. Es decir,
OV, (=, =) ={f:V =V :{fv, fw) = (v,w), Yo,w e V}.

Si (V,(—,—)) es R™ con el producto escalar estandar, entonces su grupo ortogonal es el

subgrupo O, (R) C GL,(R) de las matrices ortogonales, que son aquellas A que satisfacen
AAT =T

Nétese que O (R) se identifica con el grupo de dos elementos {£1}, mientras que O, (R)
tiene en general dos componentes conexas. La componente conexa neutra, denotada por
SO, (R), contiene a las matrices ortogonales con determinante 1, que son precisamente
aquellas que determinan las rotaciones del espacio n-dimensional. La otra componente
conexa contiene a las composiciones de las rotaciones con las refleriones, que tienen
determinante —1.

Miés generalmente, los automorfismos Euc(FE) de un espacio euclidiano E son aquellos
automorfismos afines que preservan el producto escalar en cada punto. De igual manera,

tenemos una extension
0 —— V —— Euc(E) — O(V,(—,—)) —— 1.

El grupo Euc(n) = Euc(R") del espacio euclidiano estdndar se denomina el grupo eucli-

diano.

11.5. Geometria riemanniana. Sea M una variedad diferenciable. El papel del

torsor de bases lo juega ahora el llamado fibrado de referencias
B(M) = {(m, b):x € M,b:R™ 5 T, M isomorfismo lineal} ,

que esta dotado de una accién de GL,,(R) por cambio de base y de una proyeccién natural
m: B(M) — M, (z,b) — z. Esta proyeccién determina un espacio fibrado sobre M
cuyas fibras son torsores para el grupo GL,(R). Este es el primer ejemplo de un fibrado
principal. Un sistema de coordenadas « : U — R" determina una seccién U — B(M)
dada por
(..., 2") — ((:1;1,...,3:”), (81,...,8n)) .
Si ademas M estd equipada con una métrica riemanniana, podemos considerar el

fibrado de referencias ortonormales

Bo(M) = {(a:,b) cx € M,b:R" 5 T, M isometrl'a} .
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De nuevo, la proyeccién natural a M determina un fibrado cuyas fibras son torsores para
O, (R). Sin embargo, no cabe esperar a priori que unas coordenadas locales vayan a deter-
minar una seccién de este fibrado, ya que, como veremos, no toda variedad riemanniana
es localmente isométrica al espacio euclidiano estandar. Veremos que, de hecho, existe una

obstruccion natural a la existencia de esta isometria: la curvatura.

12. Curvatura intrinseca

PROPOSICION 12.1 (Parametrizacién por el arco). Todas las 1-variedades Riemannia-
nas son localmente isométricas. Concretamente: si (C,g) es una 1-variedad Riemanniana
difeomorfa a R, entonces C es isométrica al espacio euclidiano R con su producto escalar
estandar.

DEMOSTRACION. En efecto, la prueba consiste en parametrizar por el arco. Un di-
feomorfismo C' — R define una coordenada global z en C. Definimos g(x) = (0, 0z)z ¥

buscamos una nueva coordenada y tal que h(y) = (9y, 0y), = 1. Por tanto, tenemos

Oy Oy oy 2
Oz Ox Ox
Por tanto, podemos fijar un punto zg € C y definir

y(z) = /x Vg(t)dt,

que satisface la ecuacion anterior y por tanto es una isometria. ]

12.2. Una pregunta natural es si el resultado anterior generaliza a dimensién superior.
Veremos que esto no es cierto, ya que existe un invariante local, llamado la curvatura,
que debe ser preservado por isometrias, y que no siempre ha de anularse.

En efecto, para generalizar el resultado anterior, queremos hallar un sistema de coor-
denadas y, con hg, = (Oya, 8yb> = g tal que

oy Oy’ B oy® oy*

Yij = Mab oxt Oxd - Ozt O0zJ -

Nos encontramos ahora con un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, y nos pregun-
tamos por la existencia de soluciones. Veremos que existe una obstruccion a esta existencia.

Comenzamos derivando

0gij =3 O%y" Oy | Oy 0%y
0

Oxk 2Ozt Oxd Ozt OxkOxI”
Permutando indices, obtenemos

gir Oy Oy | Oy 9*y”
ord - 0xi0xt Oxk ~ Ozt OxiOxk’

8gjk B 82ya aya % a2ya
drt - 0xi0xJ Oxk = OxJ OOk’
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Sumamos las dos primeras y restamos la tercera para obtener

1(0gij , 99 Ogjn) _ \~0y" 0%y
ozk = Oxd oz’ Ozt Oxiozk’

.. b1 .
Multiplicamos ahora por % ¢" y concluimos

Ay 4" (dgij | Ogi _ Ogj _ *y° liaya%: &y’
ozl | 2 \Ozk = OxJ Oxt 8x38xkg Ozt 9x!  OxIdxk’

donde hemos usado que g% ?,Zz B = = pob = §ob

Definimos ahora los simbolos de Chmstoﬁel como

li
g* (90gi;  Ogi  Ogjk
Fl~ _J J v ]'
k=9 <61L'k T 0w T o >

y concluimos que
OxI Oz Ik i

Si volvemos a derivar con respecto a z!, obtenemos

3,,a 8FZ a ) 2,.a al"l
Oyt _ Ty Oy _<8l+r )8y

0rloxioxk — Ozl Azt T I* oxloxi ozt

Como las derivadas mixtas parciales conmutan, tenemos que, para cada a, el siguiente

término se tiene que anular

. Oy B aSya aBya B <8F§’l ari F ) Dy

K9t T 9xkOzioxl  Oxloxiork — \ oxF  Ox l + 1 Oxt”

El término ) 4
7 7

;o oy ory,

KL 9k Ol

define un tensor de tipo (1,3), R € T3'(M), denominado el tensor de curvatura de

I‘I‘

Riemann.

Hemos demostrado lo siguiente:

PROPOSICION 12.3. Si una variedad Riemanniana es localmente isomorfa al espacio
euclidiano R™ con su producto escalar estdandar, entonces se tiene

R=0.
En lo que sigue, veremos numerosos ejemplos de variedades para las cuales R # 0.

13. Curvatura extrinseca: Curvas planas

13.1. Sea E un plano euclidiano. Una curva no singular en E es una subvariedad
regular C' C F de dimensién 1 equipada con una orientaciéon de la direccion normal a
C. El producto escalar en E induce una métrica riemanniana en C. La eleccién de la
orientaciéon normal prescribe una eleccién de vector normal unitario n que se define
como el vector unitario (con respecto al producto escalar en E) en direcciéon normal a C
y en el sentido prescrito por la orientacién. Existen dos elecciones posibles para el vector
tangente unitario t que es un vector unitario perpendicular a n.
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13.2. Una parametrizacion por el arco de C en un abierto U C C' es una isometria

v:R — U. Si v es una parametrizacion por el arco, con coordenada s, entonces

0
t=—
ds
determina una eleccion del vector tangente unitario. Nétese que, para s € R, tenemos
0 dy
t(s) ==ty = - = —.
e Os 2(s) ds

13.3. Curvatura de una curva. Por la simetria del producto escalar y por regla

dt d
2(—,t)=—(t,t)=0.

d
% () = n(ols) o

donde k : C' — R es una funcién denominada la curvatura de C C E.

de Leibniz, tenemos que

Por tanto, podemos escribir

13.4. Podemos dar un argumento equivalente utilizando formas diferenciales con co-
eficientes en el espacio vectorial V subyacente a E. Estos espacios QF(C; V) de formas dife-
renciales V-valoradas se definen como los espacios de secciones de los fibrados A*T* M @RV .
La diferencial exterior y demés operaciones extienden a Q¥(C; V') de forma natural. Pode-
mos ver los vectores tangente y normal unitarios ¢ y n como funciones C' — V. Es decir,
t,n € Q°(C;V). Por la regla de Leibniz, tenemos que

(dt,n) + (t,dn) =0,
de modo que existe una 1-forma « € Q(C) tal que
dt =an y dn = —at.

Denotamos por 6,62 : C — V* la base dual a t,n. Tenemos que, si denotamos por

i : C < F la inclusién, entonces i*6* € Q'(C) es una 1-forma en C, y podemos escribir

a = ki*0!,

para una cierta funcién x : C' — R. De nuevo, esta funcién es la curvatura de C C E.

EJjeEMpPLO 13.5. Sea C' la circunferencia de radio R en el plano eucliano estandar
R2. Esta curva admite una parametrizacién local v : R — C, ¢ — (Rcos ¢, Rsin ).
Si tomamos la orientaciéon dada por la direccién normal apuntando hacia dentro de la

circunferencia, tenemos

Tomamos como vector tangente el que apunta en sentido antihorario a lo largo del circulo
0 0
t=—singp— 4+ cos p—.
¢8a: (b(?y

La base dual es
6! = —sin¢ dx + cos ¢ dy
0% = —cos ¢ dx — sin ¢ dy.
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De modo que
i*0' = —sin ¢ d(R cos ¢) 4 cos ¢ d(Rsin¢) = Rsin? ¢ dp + Rcos® ¢ dp = Rde.

Por otra parte,

dt = —cos ¢ d¢8ax —sing dqﬁ(% = (do)n.

Por tanto,
1
a=dp=—i'0",
¢ R
de modo que la curvatura de la circunferencia de radio R es
1
k= —.
R

13.6. Aplicacién de Weingarten. Otra forma de obtener la curvatura de una
curva es mediante la aplicacién de Weingarten. En primer lugar, observamos que como el

vector normal unitario es unitario (por construccién), éste determina una aplicacién
n:C— S(V),
donde S(V) C V es la circunferencia unidad, es decir
S(V)={veV:(vv)=1}.

Esta aplicacion es diferenciable, por construccién, y su diferencial en un punto x € C es
la llamada aplicacion de Weingarten

Sx = —dzn : TxC — Tn(p)S(V).

El espacio tangente T},(,)S(V) estd generado por el vector tangente unitario ¢,, de modo
que podemos escribir
Sz(ty) = Aty

para un cierto nimero A € R, pero resulta que este nimero es precisamente k(p). En
efecto,
M, = —dyn(ty) = —(dn),(ty) = ap(ts)ty = k(101 . (t)t, = Kt,.

13.7. Prescribir la curvatura. Consideramos ahora el siguiente problema:

Dada una 1-variedad C' y una funcién  : C — R, construir una inmersién ¢ : C — F,
junto con una orientacién de la direccién normal a i(C'), de modo que k es la curvatura
de i(C).

La forma natural de atacar este problema es considerar el fibrado de referencias or-
tonormales Bo(E) — E. Un punto de este fibrado es una terna (p;ep,es), donde p € E
es un punto y (e, e2) es una base ortonormal de V. En particular, en este caso el fibrado
de referencias escinde de forma natural como un producto Bo(E) = E x Bo(V). Lo que
queremos construir es una inmersién i : C' — E junto con una elevacién i : C' — Bo(E)
de modo que el siguiente diagrama conmute

Bo(E)

P

c—t L FE
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La elevacién i puede escribirse como una terna i = (i, e1, e2). Fijemos una parametrizacién
local R — ', con coordenada s, y denotemos por v,t,n : R — E las composiciones de i,
e1 y eg, respectivamente, con la parametrizacién. La terna (v,¢,n) ha de ser una solucién

de la ecuacién diferencial

0 O 0
d(fy t n>=<7 t n) ds 0 —rds
0 kds 0
Denotamos
0 0 0
A(s)=|ds 0 —k(s)
0 k(s) 0

Esta matriz A(s) ha de interpretarse como un campo vectorial dependiente del pardmetro

s en la variedad Bo(FE). En efecto, si P(s) es una curva en Oz(R) con P(0) = I, entonces
PTP =1. Tenemos entonces

d

0= | (P"P)=[P(s)"P(s) + P(s) P'(s)]sm0 = P'(0)" + P'(0).

s=0

De modo que T102(R) es la recta de las matrices 2 x 2 antisimétricas sobre R. En particular,

)

es una de estas matrices, de modo que A(s) puede verse como un campo en Bo(E) depen-

la matriz

diente de s.

El teorema de existencia y unicidad de soluciones para sistemas de ecuaciones dife-
renciales de orden 1 implica que, dados un punto inicial z € C' y unos vectores unitarios
perpendiculares tg,mg € E, existen un € > 0 y unas Unicas aplicaciones diferenciables
v, t,n: (—e,e) = E con y(0) =p, t(0) =ty y n(0) = ng y tales que

L(3) ) n) = (1) 1) n(s)) Als).

Ademas, esta solucién se puede prolongar a un intervalo maximal I C R.

14. Swuperficies en el espacio

14.1. Sea E un espacio euclidiano 3-dimensional. Una superficie no singular en
FE es una subvariedad regular S C F de dimensién 2 equipada con una orientacién de la
direccién normal a S. El producto escalar en E induce una métrica riemanniana g en S,
clasicamente, a esta métrica riemanniana se le llama la primera forma fundamental,
y se denota por g, = I,. Igual que en curvas, la orientacion normal determina un vector

normal unitario n. La correspondiente aplicacion
n:S— S(F),

donde S(E) C E es la esfera unidad en E, se denomina la aplicacion de Gauss. De

nuevo, podemos considerar la aplicacion de Weingarten, para cada x € S

Sy = —dyn : ToS — T,S(E).
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De nuevo, la eleccién de n induce un isomorfismo
T,S = ker(n,—) = T,S(E),
de modo que podemos ver la aplicaciéon de Weingarten como un operador
Sy 1 TpS — T,S.

14.2. Curvatura, operador de forma y segunda forma fundamental. Una
forma de introducir una nocién de curvatura para S es considerar, para cada p € S, la
aplicacién

ke P(T,S) — R,
que asigna a cada recta L C T,S la curvatura de la curva S NII(L), obtenida como la
interseccién de S con el plano II(L) C E que contiene a L y pasa por p.

Por el teorema de la funcién inversa, podemos ver localmente la superficie S como la

grafica de una funcién F : TS — R con F(0) = 0 y doF = 0. Se denomina la segunda

forma fundamental al hessiano
II, .= Hess, F : T,,S x TS — R.

La funcién x, mide la segunda derivada de F', en el sentido de que se tiene, para cada

recta L C 1,5, y para cada vector unitario v € L,
I, (v,v) = Ky (L).

Como la primera forma fundamental I, = g, es no degenerada, ha de existir un

operador S, : TS — T,S, llamado el operador de forma, de modo que
IT, (v, w) = I;(v, Sz(w)).
LEMA 14.3. El operador de forma S, coincide con la aplicacion de Weingarten.

DEMOSTRACION. Tomamos “coordenadas euclidianas” x y y en el espacio afin tan-
gente x + 1,S C E y definimos F' = F(x,y) de modo que en un entorno de x, tenemos
que S es la grafica de F'. Entonces

OF OF
(%7 oy’ 1)

105> 3> DII

n(‘rvy) =

cuya matriz jacobiana es

OpzeF' Opy F
(zy)T = — Y = —Hess, F,
’ OyaF' Oyy F .

que es la matriz asociada a II, en estas coordenadas euclidianas. O

14.4. Como la segunda forma fundamental es simétrica, el operador de forma S, es au-
toadjunto, por lo que es diagonalizable y tiene autovalores reales A1, Ao € R. Distinguimos
dos casos:

1. Si Ay = X2 = A, entonces S; = Aidr,s. Decimos entonces que z es un punto
umbilical.
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2. Si A1 # A2 (supongamos, sin pérdida de generalidad que A\; > A2), entonces el es-
pacio TS descompone ortogonalmente como 71,5 = Ly @ Ls, donde los L; son los
autoespacios, llamados lineas principales, con autovalores \;, llamados curva-
turas principales. Se tiene que A1 es el maximo de la funcién x,, que se alcanza

en L1, mientras que Ay es su minimo, que se alcanza en Ls.

Al cambiar la orientacién normal, se intercambian k; — —k; y A\; = — ;. Se denomina

curvatura media a la funcion
. A1+ Ao 1

Al cambiar la orientacién normal, tenemos H — —H. Por otra parte, tenemos la curva-

H(x) :

tura de Gauss
K(x) = Ay = det(Sx),

que permanece invariante al cambiar la orientacién normal.

TEOREMA 14.5 (Gauss-Bonnet). Sea S C E una superficie no singular con métrica

riemanniana inducida g y curvatura de Gauss K : S — R. Se tiene que

/ Kdvol, = 2mx(S5),
S

donde x(S) es la caracteristica de Euler de S.

14.6. Recordemos que la caracteristica de Euler de una superficie S se definia como
xX(S)=C—-A+YV,

donde C'; Ay V son el nimero de caras, aristas y vértices, respectivamente, de cualquier
triangulacion o, mas generalmente, de cualquier descomposicién en celdas de S. También
coincide con 2 — 2¢(S), donde g(S) = % dim H'(S,R) es el género de S.

EJEMPLO 14.7. Supongamos que S C FE es una esfera de radio R. Todos los puntos de
la esfera son umbilicales, con curvatura de Gauss igual a 1/R?. Por otra parte, el drea de

la esfera de radio R es 4w R?. Por tanto,
1
Kdvol, = 41R* —, = 4m =2 - 27.
/S vol, TR s s
En efecto, la caracteristica de Euler de la esfera es 2.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE GAUSS-BONNET. Consideramos la aplicacién de
Gauss n: S — S(V) y tenemos que

n*dvolg(y) = det(dn)dvol, = det(S)dvoly, = Kdvol,.

Por tanto,
/ Kdvol, = / n*dvolg(y) = degn/ dvolg(yy = 4m degmn = 27mx(95),
S S S
donde hemos usado que degn = x(.5)/2, por el lema de Hopf. O

OBSERVACION 14.8. La misma demostracién del teorema de Gauss-Bonnet sirve para

hipersuperficies de dimensién par, con la definicion adecuada de curvatura de Gauss. En
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efecto, si M C R?N*! es una hipersuperficie, podemos definir la correspondiente aplicacién

de Gauss n : M — S2V. La curvatura de Gauss K se define como la funcién
K : M — R, z— det(dn(x)).

Exactamente la misma demostracion prueba que

/ Kdvol, = 1vol(SQN )x(M),
M 2

donde vol(S%V) es el “2N-volumen” de la 2N-esfera de radio 1.

15. Geometria riemanniana intrinseca

15.1. Vamos a concluir nuestro estudio de las superficies viendo qué aspectos de la
geometria de superficies en el espacio S C E son intrinsecos a la superficie S, con su es-
tructura riemanniana (dada por la primera forma fundamental) y no dependen del espacio
ambiente. En primer lugar, veremos que el tensor de curvatura de Riemann en superfi-
cies se reduce simplemente a la curvatura de Gauss. Por tanto, la curvatura de Gauss es
intrinseca. Este es el contenido del teorema egregio de Gauss. Seguidamente, estudia-
remos la derivada covariante, que nos proporcionard una interpretacion geométrica de
los simbolos de Christoffel.

TEOREMA 15.2 (Teorema egregio de Gauss). Dada una superficie S C E y un punto
x €5, se tiene
K(z) = Ry (),
donde K es la curvatura de Gauss y R}y es el tensor de curvatura de Riemann. Por tanto

K es intrinseca a la superficie.

DEMOSTRACION. En un entorno de x podemos ver la superficie S como la grafica de

una funcién (z!,2%) — (2,22 F(2!,2?)), de modo que tenemos

|t 22y = (1,0,00F) y Oof (g1 22) = (1,0, 02 F).
La métrica riemanniana se escribe entonces como
g11 =1+ (01F)%, gia = O\ F 0o F, gap = 1+ (0:2F).
Si denotamos A = 14 (01 F)? 4 (02 F)?, tenemos
gl = (14 (8:F)?)/A, g2 = -0 FO,F/A, g7 = (1+ (01F)%)/A.
Calculamos también
Aijk = Okgij + Ojqik — 019k = 20;F O F.

Recordemos ahora que, por construccién, F'y sus derivadas parciales se anulan en (0,0), de
modo que los A;;,(0) = 0y, por tanto Fék(O) = 0. En efecto, recordemos que los simbolos
de Christoffel vienen dados por la formula

) 1 .
}k = §QllAljk-
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Por tanto,
R%l?(oa 0) - 81F%2(07 0) - 82F%1(0’ 0)'
Ahora,

(1 + )0\ Fos F — 1 F (95 F)2095F) = — 0y o F.

1 1 1
F%2 = *91114122 + *91214222 = A

2 2 A
Similarmente, vemos que

1
i = KO FOnF.

Por tanto,
R%H(O, 0) = (811F822F - 812F821F)‘(0’0) = det HeSS(O’O)F = K(p),
como queriamos probar. O

15.3. Procedemos ahora a dar una interpretacion geométrica de los simbolos de Chris-
toffel. Comenzamos estudiando la nocién de paralelismo. En un espacio euclidiano F,
dado un campo vectorial X : £ — V, podemos calcular sus derivadas direccionales a lo
largo de una direccién v, € T, FE, definiendo

Dy, X i= lim 2P 102) = X(p)
t—0 t

Si~y:(—e,e) = E es una curva con v(0) = p y 7/(0) = v, entonces

d
Dy, X = —|  X((1)).
dt|—o
Sin embargo, cuando consideramos una superficie S C FE, tomar la derivada direccional
de un campo vectorial en general nos puede dar algo que “se salga” de la superficie. Una

forma de remediarlo es proyectar esta derivada direccional a T'S.

DEFINICION 15.4. La derivada covariante V,, X de un campo vectorial X € X(S)
a lo largo de una direccién v, € TS es la proyeccién de D, X € V a T, S.

DEFINICION 15.5. Sea v : (a,b) — S una curva en la superficie S y X un campo
vectorial a lo largo de . Es decir, X es una seccion del fibrado imagen reciproca v*T'S —
(a,b), con fibras (y*T'S): = Ty ;)S para t € (a,b). Se dice que X es un campo paralelo a
lo largo de v si V., X = 0. Si V.,9' = 0, es decir, si 7 es paralelo a lo largo de v, se dice

que 7y es una geodésica.

15.6. Las geodésicas son las curvas que no tienen aceleracién a lo largo de ellas mismas,
de modo que la uinica aceleracién que aparece es la aceleracién normal a la superficie, que
es la aceleracion necesaria para mantenerse en la superficie. Por ejemplo, las geodésicas de
la esfera son las circunferencias maximales.

Las siguientes propiedades se siguen facilmente de las definiciones.

LEMA 15.7. La derivada covariante tiene las siguientes propiedades:

1. La aplicacion VX : 1,8 — 1,85, vy — V,, X es lineal.
2. La aplicacion V,, : X(S) — T,S, X — V,, X satisface la regla de Leibniz

Vo, (fX) = (vg - f)X + fVy, X.
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3. Vy,( X+ X') =V, (X) + V,, (X).
4. vy (X, X)) = (V,, X, X') + (X, V,, X).

TEOREMA 15.8 (Teorema fundamental de la geometria riemanniana. Caso de superfi-
cies). La derivada covariante es intrinseca a la superficie S y estd determinada inicamente

por la métrica riemanniana g. Por tanto, la derivada covariante determina un operador
V:QY(S;TS) — QY(S;TS)
X — (v V,X),

denominado la conexion de Levi-Civita.

DEMOSTRACION. Tomamos coordenadas (x!, 22, F (2!, 2?)) igual que antes, y escribi-
mos X = X'0;, de modo que X = (X!, X2, X?0;F). Por la regla de Leibniz

X = (dX',dX? 0;FdX" + X'd(d;F)).
Por tanto, VX = (dX!,dX?,0) o, lo que es lo mismo
VX =dX'0;,
de modo que V9; = 0 en p.

Tomemos ahora unas coordenadas arbitrarias 3!, y?. Podemos escribir Oya = %aﬂ,
de modo que, en p,

0%a’ 0%zt Oy°
v a = 7d b P b c
9y Oyboye YO, Oyboy° Ox; dy’dy

Denotamos 5
¢ _ oz 0y°
@b Gybdye da;’

de modo que
Ve = QSydybdye
Basta entonces probar que Q¢, = I'C;. Como los simbolos de Christoffel son intrinsecos a
la métrica, también lo serd ()¢,, lo que probard que V es intrinseca.
En p, tenemos que
ox' 0x? ox' Ox
2 o

~ O o T 2oy o

Y@y Oyb

de modo que

8gab Z 9%zt Ozt c%zi 9%t
dy 0y oy | Oy Doyt
Tenemos entonces que
0%zt o1
A 2
dab — Z Dyedyb yd’
mientras que
cd __ ayc 37yd
N OxJ OxI~
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Por tanto,
1 oy oy 0zt O%at
FC = = CdA == T —_—
ab = 99 £idab %: OxI OxI Oy Hy2dyP
. Z (‘)y 82 g ay 82 g ¢
3 0x7 Oyedyd ~ Ozt 8y“8y o ab
como querfamos probar. O

DEFINICION 15.9. Sea M una variedad diferenciable y E — M un fibrado vectorial

(real). Una conexidn en E es una aplicaciéon R-lineal
V:Q%M;E) - QY(M; E)
que satisface la regla de Leibniz
V(fs)=df ® s+ fVs,

para cualesquiera f € C°(M) y s € Q°(M; E). El operador V extiende de forma natural
a todas las potencias tensoriales de F/, y determina conexiones en todas ellas, que también
denotamos por V.

Cuando E = T'M es el fibrado tangente de M, una conexién en F se denomina una

conexion afin. En ese caso, podemos escribir V equivalentemente como
V:iX(M)xX(M)—X(M), (X,Y)— VxY.

Se define la torsion de una conexién afin V en M como el operador T : X(M) x X(M) —
X(M) definido como
T(X,Y)=VyY — Vy X — [X,Y].

Si T = 0, entonces se dice que la conexién V es libre de torsion.

TEOREMA 15.10 (Teorema fundamental de la geometria riemanniana). Dada una va-
riedad riemanniana (M, g), existe una unica conexion afin y libre de torsion V en M tal
que

Vg =0.
Es decir, tal que V preserva la métrica g. Dicha conexion se denomina la conexion de
Levi-Civita.

16. La conexion de Levi-Civita

16.1. Expresion de una conexién en coordenadas. Sea M una variedad dife-
renciable y £ — M un fibrado vectorial. Denotamos por B(E) — M el correspondiente
fibrado de referencias, cuya fibra en un punto x € M es el conjunto B(E), = B(E,) de las
bases de E,. Cada fibra B(F); es un torsor bajo el grupo GL,(R), donde r es el rango de
E. Una referencia local de E en un abierto U C M es una seccién local e : U — B(E)
0, lo que es lo mismo, una tupla e = (ey,...,e,) de secciones ¢; : U — E que determina

una base de E, en cada punto x € U. Cualquier otra seccién s de FE en U se escribe como

s = s'e;.
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Supongamos ahora que V : QY(M;E) — QY(M;E) es una conexién en E. En la
referencia e la conexion esta determinada por unas 1-formas A;- € Q1 (M) definidas como

Vie;) = Ag e;.

Agrupando las A;, obtenemos una 1-forma A € Q'(U; End E) que cumple

V(e) = Ae.
A su vez, tenemos

V(s'e;) = d(s')e; + sjAz-ei = (Ops'da® + sjAz-)ei.

La 1-forma A descompone como

A = Aidz’,
y en particular cada 1-forma A; descompone como

i Al k

de modo que
V(s") = (Ops’ + sjA};j)da:k.
Si se toma una referencia distinta €', relacionada con e por una aplicacién diferenciable
h:U — GL,(R), de modo que € = eh, entonces podemos escribir
V(e)=¢€A4,

para una nueva l-forma A’. Para ver como se relaciona esta 1-forma con la anterior,

calculamos
ehA = e A = V(e’) = V(eh) =V(e)h + edh = e(Ah + dh).
De modo que
A= h YAh + hdh.

Si escribimos las entradas de h explicitamente, h = (h;), de modo que €] = ejhg , entonces

los coeficientes A;k cambian como
] —1\¢ b
(A5 = (B )e(0h + h§hiAG,)

En particular, si ¥ = TM y por tanto V es una conexién afin, podemos tomar la
referencia e = 9, determinada por un sistema de coordenadas « : U — R". Los coeficientes
A;- estan dados por

V(0;) = 4]0,
que a su vez descomponen como

i Al k

Por tanto, tenemos
Vo,0; = A%(0:)0r, = Af;da’ (0;)0r = AL;0%.
En este caso, también podemos expresar la torsion en coordenadas locales

T(0;,0;) = (A;.fj - Agz.)ak.
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Cambiar a unas nuevas coordenadas y : U — R™ corresponde a cambiar la referencia Oy

por la referencia 0y = amg—z, de modo que h = % es la matriz jacobiana del cambio de
coordenadas, con entradas hé- = g—g;. Por tanto, los coeficientes A;k de una conexion afin

cambian como

< oyt [ 0% oz Oz®
(A5 = 5oz Goigor + Bo7 5or e

J Oxc \ Oyioyk ~ Oyi Oyk

16.2. Conexién de Levi-Civita. Pasamos a construir la conexién de Levi-Civita
en una variedad riemanniana (M, g). Para ello, tomamos unas coordenadas locales x :

U — R" y consideramos los correspondientes simbolos de Christoffel

I g <39z‘j ik 5gjk;)
jk_ — — . .

2 \0xzF = 927  Oat
Si tomamos otras coordenadas y : U — R", en las que la métrica se escribe como g/, =

8yaxi0yb1:j gij, entonces se comprueba directamente que los simbolos de Christoffel en las
nuevas coordenadas se escriben precisamente como
< oy 0% ozx® Oxb
(FI)Z‘k — 7y _ + R gb .
J Oxc \ 0yioyk ~ Oyl Oyk

Por tanto, los simbolos de Christoffel determinan los coeficientes de una conexién afin

en M. Ademaés, esta conexién es libre de torsién ya que Ffj = Ffz La conexién asi de-

finida se denomina la conexién de Lewvi-Civita. Podemos probar entonces el teorema

fundamental.

TEOREMA 16.3 (Teorema fundamental de la geometria riemanniana). La dnica cone-

xion afin V. en M libre de torsion y con Vg =0 es la conexion de Levi-Civita.
DEMOSTRACION. En efecto, si V es una conexién con Vg = 0, tenemos
0 =Vo.9 = Vo, gijdride; = (Orgij — 9t A — 9itAp;) daida.

Por tanto,
Okgij = Akij — Akji-

Ahora, si V es libre de torsién, tenemos que Ay;; = Ajx;, de modo que

0;9ik + 0igkj — Orgi; = Aji + Aji + Aiij + Aijie — Akij — Arji = 2A45k,

luego
k g™ k
Ajj = 5 (Oi9u + 0igiy — digij) =T
Esto prueba que V es la conexién de Levi-Civita. ]

17. Geodésicas y aplicacion exponencial

Sea (M, g) una variedad riemanniana y V su conexién de Levi-Civita. En las secciones
previas hemos introducido las nociones de paralelismo y geodésicas en superficies; las

definiciones generales son totalmente analogas.
DEFINICION 17.1. Sean 7 : (a,b) — M una curva en M y X un campo vectorial a lo
largo de . El campo X es paralelo a lo largo de v si V., X = VX (y') =0. Si V.4 =0,

es decir, si 7/ es paralelo a lo largo de v, entonces v es una geodésica.
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17.2. Ecuacién de las geodésicas. Podemos escribir ahora la ecuacién V. =0

en coordenadas, y obtener la ecuaciéon local de las geodésicas. En coordenadas, v se escribe

como v = (y,...,7™), y el campo 7/ puede escribirse como
dy? dy"
/
(v )’y(t) = (ﬁ? ceey H)
Por tanto, ' ‘
dvt  dy?
"= (Op— 4 —T1 da”.

Evaluando en v/, tenemos A A
7(1271 41 ﬂ@
dt2 M ar at
Por tanto, las geodésicas son soluciones de las ecuaciones locales
dy' L Ayt

dt2 TR dt at
Esto es un sistema de EDOs de orden 2. Por tanto, por la teoria cldsica de ecuaciones

V,Y/")/ =

diferenciales sabemos que, dados un punto x € M y un vector v € T, M, existe una tnica
geodésica g,y : Iy — M, para algin intervalo maximal I, ,, que cumple que v(0) =0y

7'(0) = v. Ademds, si M es compacta, este intervalo I, es todo R.

17.3. El principio variacional. Las geodésicas minimizan localmente la distancia.
Esto quiere decir que, para todo punto x € M existe un entorno U de x tal que, para todo
punto y € U existe una tnica geodésica v : [0,d] — M tal que [|7/(0)||y = 1, v(0) = =,
y 7(d) = y, donde d = d(z,y). Otra afirmacién equivalente, pero con mads significado
fisico es que las geodésicas cumplen el “principio de minima accién”. Una forma de ver

esto es definiendo el funcional de accion S, que a cada curva v : [0,d] — M con
(7'(0),7'(0))5(0) = 1, ¥(0) = p, y 7(d) = g le asocia el valor

Podemos también definir la energia cinética, que es la funcién
1
E:TM - R, (z,v) — 5(1},1}}:,;.

Tenemos entonces que la accién asocia a cada curva v la integral

d
S0 =3 | BGO.A O

Por tanto, la energia cinética E es la funcién Lagrangiana para el funcional de accién Sy,
por tanto, las curvas v que hagan la accién extremal son aquellas que localmente satisfacen

las ecuaciones de Euler—Lagrange

d OF . OE

(v(),7'(£)) =0,

donde 2, ..., 2", &', ..., 2" es el sistema de coordenadas en T'M inducido por las coorde-

nadas z',...,z". En estas coordenadas, la energia se escribe como

L
E = 5 gia'd,
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de modo que las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan
Giji? + Oygrja'd! — %akgij:t%ﬂ' =0.
Expandiendo 9;gy;#'4’ = %(&gkj + jgri)d'd’, obtenemos
i’ + %(@gkj + 0jgki — Ongij)i'i’ = 0,
de modo que, multiplicando por ¢'*, obtenemos
i+ Ii'a =0.

Componiendo con la funcién (v, ') : [0,d] — T'M, obtenemos la ecuacién de las geodésicas.

17.4. Aplicacion exponencial. Hemos visto que, por la teoria clasica de EDOs,
para cada punto (z,v) € T'M existe un intervalo maximal I, de modo que la geodésica
Yew © Low — M con v(0) =z y 7/(0) = v estd bien definida. Definimos el subespacio

V={(z,v) eTM:1€l,,} CTM.

Para cada x € M, denotamos V, = VNT, M. Se define entonces la aplicacion exponen-
ctal como
exp:V = M, (z,v) = Ypo(l).

En particular, para cada z € M, definimos
exp, : Vo — M, v — exp(z,v) = v,,(1).

Notese que, si M es compacta, entonces ¥V = T'M y por tanto la exponencial estd definida
en todo T'M.

DEFINICION 17.5. Una variedad riemanniana (M, g) es (geodésicamente) completa
si para toda componente conexa M°® C M existe un punto z € M° tal que la aplicacién
exponencial exp,, : T, M — M esté definida en todo T, M.

TEOREMA 17.6 (Hopf-Rinow). Sea (M, g) una variedad riemanniana conexa y sea
d: M — R la correspondiente distancia. Son equivalentes:

1. M es completa.
2. El espacio métrico (M, d) es completo.

3. Un subconjunto A C M es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

En ese caso, para cualesquiera dos puntos x,y € M en la misma componente conexa de

M, existe una geodésica 7y : [0,d] — M con v(0) =z, v(d) =y, para d = d(z,y).
La demostracién del teorema de Hopf-Rinow puede leerse en (TO DO: CITAR).

18. Curvatura de una variedad riemanniana

18.1. Curvatura de Riemann. En secciones previas ya hemos introducido el ten-
sor de curvatura de Riemann R € T}(M) asociado a una variedad riemanniana

(M, g), que en coordenadas locales se expresa como

R = R;-kl@i ® da? @ da* @ dat,
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donde los términos R;kl se definen a partir de los coeficientes de Christoffel como sigue

Vamos a dar ahora una definicién intrinseca del tensor R, a partir de la conexién
de Levi-Civita. Como R es un tensor de tipo (1,3), puede definirse como una aplicacién
C>°(M)-lineal

R:X(M) x X(M) x X(M) = X(M), (X,Y,Z) — R(X,Y)Z.

Ponemos

R(X,Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X,y]Z

18.2. Interpretacion geométrica. Una posible interpretacion intuitiva de la cur-
vatura es como sigue. Fijamos un punto x € M. Si nos movemos ligeramente en la di-
reccién de X, siguiendo su flujo, y después en la direccién de Y, tenemos una pequena
discrepancia con movernos primero en la direecciéon de Y, y luego en la direccién de X,.
Esta pequena discrepancia estd dada precisamente por el corchete [X,Y],. La curvatura
R(X,Y)Z mide la no-conmutatividad de las derivadas covariantes Vx y Vy, y corrige

con la derivada V[x y (para poder cerrar el circuito).

18.3. Simetrias del tensor de curvatura. Es habitual contraer la curvatura con
la métrica para obtener un tensor de tipo (0,4). En coordenadas, R = Rijkldxi ® da? ®
dz* ® da!, con Rijr = R%Lkgml. Globalmente,

R(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T).

A priori, el tensor R estd determinado por n* funciones, donde n = dim M, pero muchas

de estas son redundantes, ya que tiene varias simetrias.

PROPOSICION 18.4. Dados campos vectoriales X,Y, Z, T € X(M), se tiene

1. R(X,Y,Z,T) = —R(Y, X, Z,T),

2. R(X,Y,Z.T) = ~R(X,Y,T, Z),

3. R(X,Y,Z,T) = R(Z,T,X,Y),

4. R(X,Y,Z,T)+ R(Y,Z,X,Y)+ R(Z,X,Y,T) =0 (identidad de Bianchi).

18.5. Curvatura seccional. Las dos primeras propiedades anteriores implican que,
para x € M, tenemos
Ry, € AT M) @ A*(T: M).
La tercera propiedad da la simetria entre estos dos factores, de modo que, de hecho R, €

S2(A2T}M). Por tanto, R, estd determinado por la forma cuadratica correspondiente
A (TyM) = R, uAvs Ry(u,v,u,v).

Esto motiva la introduccion de la curvatura seccional, que tiene la misma informacién

que la curvatura de Riemann.
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DEFINICION 18.6. Sea x € M un punto, u,v € T, M vectores linealmente independien-
tes, vy o C T, M el plano que generan. Se define la curvatura seccional de o como
R (u,v,u,v)

Ky (o) = —
=) = =T Ao

)

donde ||[uAv||? = ||ul]?||v]|?>— (u, v)?, es el cuadrado del drea del paralelogramo determinado

por uy v.

OBSERVACION 18.7. En una superficie S, podemos tomar una base ortogonal del plano

tangente ey, eq € T,.S, y calcular su curvatura seccional en el punto z como
Kx(TxS) — —Rl‘(elv 627 617 62) — R%IZ(‘T)?

que es igual a la curvatura de Gauss K (z), por el teorema egregio de Gauss.
Se puede ver que, de hecho, la curvatura es esencialmente un fenémeno “en dimensién
2”7, ya que la curvatura seccional de M se puede recuperar de la curvatura de ciertas

superficies en M.

PROPOSICION 18.8. Sea x € M y o C T, M un plano. Consideremos una bola B(0) C
ToM y la superficie S = exp,(c N B:(0)) C M. Entonces, la curvatura seccional K, (o)

coincide con la curvatura de Gauss de S en x.

DEMOSTRACION. Por construccién de S, podemos hallar unas coordenadas z!, 22, ..., 2"

en un entorno de x, de modo que S se identifique en este entorno con la superficie dada

3 — ..

por la ecuaciéon x - = 2" = 0. En estas coordenadas, la restricciéon g = g|g de la

métrica g a S es simplemente
gzt 2?) = gij(xl, 22,0,...,0)ds' @ da’,
para i,j = 1,2. Por tanto, la curvatura de Gauss de la métrica restringida es
K(2) = Ryp(x) = Rypa(x) = =Ry (1, 02,01, 02) = Ky (o),
como queriamos probar. O
18.9. Curvatura de Ricci. Otro tensor interesante es el tensor de Ricci, un

tensor de tipo (0,2) construido a partir de la curvatura, y definido como sigue. Para cada

x € M, definimos la aplicacién

Ricy, : TpyM x TpM — R

como )
Ric, (Y, Z) := 1tr(X — R,(X,Y)Z).
Equivalentemente,
. 1
Rlcx(}/v Z) = n—1 Z R:B(}/v €i, Z7 67;),
1

donde (e1, €3, ..,ep,) es una base ortogonal de T, M. En coordenadas, Ric = R;;jdz’ ® da?,
para

: Lok Lok
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Como el tensor de Ricci es simétrico, estd determinado por la curvatura de Ricci
Ric,(X) = Ric, (X, X).

Si X es un vector unitario y tomamos una base ortonormal e; = X, eo, ..., e,, y denotamos
por o; el plano generado por X y e;, tenemos que

Ric,(X) = ! > K(oj)
=2

n—14

es el promedio de las curvaturas seccionales de los planos que contienen a X. También
puede calcularse como una integral

. 1
RICI(X) = W /uesn2 Kx(Uu),

donde u es el plano generado por X y u. Aqui, por S"~2 entendemos el subconjunto
S 2 ={ueT,M:ulX,|ul|=1}.

18.10. Curvatura escalar. Finalmente, podemos considerar la curvatura esca-

lar, que es (% por) la traza del tensor de Ricci con respecto de la curvatura; esto es

1 n
Scal(x) = - Z Ric, (e, €;).
i=1

En coordenadas
Scal = ginij.

Equivalentemente, Scal(x) es el promedio de todas las curvaturas seccionales en z, esto es

1
Scal(z) = ——— Ky (oi5),
cal(z) n(n —1) Z =(o)
1#]
para o;; el plano generado por los vectores e; y e; de una base ortonormal eq,..., e, de
T, M.



Capitulo IV

Algebras y grupos de Lie

19. Algebras de Lie

DEFINICION 19.1. Un dlgebra de Lie (real) es un espacio vectorial real g equipado
de un corchete de Lie: una forma bilineal antisimétrica
[_a_] gxXg—g, (x,y) = [I’,y]

(es decir, con [z,y] = —[y,x]) y que satisface la identidad de Jacobi

[z, v], 2] + [y, 2], ] + [[2, =], y] = 0.

PROPOSICION 19.2. Dada una variedad diferenciable M, el espacio X(M) de campos
vectoriales en M, equipado con el corchete de Lie, forma un dlgebra de Lie (de dimensidn
infinita).

19.3. Supongamos que g es un algebra de Lie de dimensién finita y que &1, ...,&, es

una base de g. En ese caso, deben existir unas constantes C]i-k € R tales que
[$35 6] = Clri-
Dichas constantes se denominan las constantes de estructura de g con respecto a la

base &1, ...,&,. De la antisimetria del corchete, se deduce que C’;k = —C’,ij, mientras que

de la identidad de Jacobi se deduce que
CHCh + CHCRi + ClyCl = 0.

EJEMPLO 19.4. El ejemplo més simple de dlgebra de Lie es el dlgebra gl,,(R) formado
por las matrices n x n reales, donde el corchete de Lie estda dado por el conmutador

[A, B] = AB — BA.

Una base de gl,(R) esta dada por las matrices elementales Ej;, que tienen un 1 en la
entrada (i,5) y un 0 en el resto de entradas de modo que gl,(R) tiene dimensién n?. Si

multiplicamos dos de estas matrices, tenemos
EijEy = 01 Ey,
de modo que
(Eij, B = 6By — 61 B
Si escribimos
[Eijs Er] = C{ Eab,
tenemos que las constantes de estructura son

b b b

)

59
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Explicitamente

Eq sij=kl#4,

—FEy; sil=14,7 #k,

[Eij, Eri] = ’ o ,
Eii_Ejj Slj:k‘,l:Z,

0 en otro caso.

EJEMPLO 19.5. Un ejemplo tipico de algebra de Lie es el dlgebra so3(R) C gl3(R),
cuyos objetos son las matrices 3 x 3 reales antisimétricas, y donde el corchete de Lie esta
de nuevo dado por el conmutador. Esta algebra tiene dimensién 3, y una base suya estd
dada por las matrices

00 O 0 0 1 0 -1 0
Li=10 0 -1|,Le=|0 0 O|,yLs=|1 0 O
01 0 -1 0 0 0 O

Notamos entonces que
[Li, Lj] = €, Ly,
donde ei?j es el simbolo de Levi-Civita, que asocia a cada permutacién (i, j, k) de (1,2, 3),

el signo de la permutacién. Tenemos entonces que las constantes de estructura de so3(R)

k

con respecto a esta base son C’Z-kj =€

19.6. Dada un &lgebra de Lie g, podemos definir una aplicacién d : g* — A?g*,

tomando
da:gxg—R
(x,y) — —a([l‘,y])

Claramente, da es antisimétrica, y por tanto un elemento de A%g*. Esta construccién se
puede iterar, lo que determina un complejo

0 g* d AQG* d A3g* d

Los grupos de cohomologia de este complejo se denotan por H'(g) y se denominan los
grupos de cohomologia de Chevalley—FEilenberg. El dlgebra graduada

k
se denomina el dlgebra de Chevalley—Filenberg.

PROPOSICION 19.7. Supongamos que &1, ...,&, es una base del dlgebra de Lie g y que
6',....0™ € g* es su base dual. Si C;k son las constantes de estructura correspondientes a

esta base, entonces tenemos
N
do" + §C;k9] NG = 0.

DEMOSTRACION. El convenio de indices repetidos asume que sumamos sobre todos
los (j, k). Si queremos sumar sélo sobre los (j, k) con j < k, entonces podemos reescribir
la férmula que queremos probar como

. 1 . o o
i - e} J k _ i g k
et = 22( T — Ch)0 NOF = =" CloT A OF,

j<k j<k
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donde usamos que C,ij = —C]i.k. Por otra parte, como los #7 A 6% forman una base de A2g*,

0" =) AL6T nO.

i<k

podemos escribir

Se trata entonces de probar que Ai.k = (! Tk Ahora,

do’( (x5, x) ZA b9”/\9 (xj,x) = A;k,

a<b
y también
do"(xj, xx) = —0'([xj, 2x]) = —0"(Cjpxi) = —Cjy,
de modo que Aé- = —C’; 5y como querfamos probar. O

20. Grupos de Lie

DEFINICION 20.1. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G equipada con

sendas aplicaciones diferenciables
m:GxG— G, (91,92) = 9192,

denominada la multiplicacion, e

i:G—G, g—g

denominada la inversion, de modo que (G, m) determina una estructura de grupo, con
inversa dada por 1.
[Otra forma de decir lo mismo es decir que G es un grupo en la categoria de las

variedades diferenciables.]

EJEMPLO 20.2. Veamos algunos ejemplos tipicos de grupos de Lie.

» Si V es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces (V,+) es un grupo de
Lie (conmutativo).

» El grupo general lineal GL(V) = Aut(V) de automorfismos de V' es un grupo
de Lie, no conmutativo si dim V' > 1. Cuando V = R", tenemos que GL,(R) :=
GL(R™) es el grupo de las matrices invertibles n x n. Como variedad, es simple-
mente el subconjunto abierto del espacio de las matrices n x n, que es isomorfo a

™" determinado por la condicién det # 0. La multiplicacién y la inversién son
polinomiales, y por tanto diferenciables. También podemos considerar el grupo
especial lineal SL(V) C GL(V) formado por los automorfismos con det = 1. Co-
mo subvariedad, es un subespacio cerrado de GL(V'), determinado por la condicién
det = 1, que se puede comprobar que determina una subvariedad regular.

m Si V estd equipado con un producto escalar, podemos considerar el grupo or-
togonal O(V) de automorfismos de V' que preservan el producto escalar, y su
subgrupo SO(V') € O(V) formado por aquellos automorfismos con determinante
1, denominado el grupo ortogonal especial. Cuando V = R™ con el producto
escalar estandar, entonces O(n) = O,(R) = O(R"™) es el grupo de las matrices

ortogonales: matrices n X n que cumplen la condicién

AT A =1,.
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También podemos considerar el subgrupo SO(n) = SO, (R) C O(n) de las matrices
ortogonales con determinante 1.

= Si V tiene dimensién par y estd equipado con una forma bilineal antisimétrica w,
podemos considerar el correspondiente grupo simpléctico Sp(V') de automorfis-
mos de V que preservan w. Cuando V = R?" est4 equipado con la forma bilineal

anisimétrica estandar
n
! / / / / /
W((ﬂ?l, sy Ty Y1, .- ;yn)y (xl’ ey Ty Yy e - 7yn)) = E TiY; — Yi%y,
i=1

entonces Sp,,(R) := Sp(R?") es el grupo de las matrices 2n x 2n que cumplen la
condicion
ATJA = J,

donde J es la matriz 2n x 2n definida como

J = 0 H”.
-L, 0

= Si V es un espacio vectorial complejo equipado con una forma hermitica h : V' x
V — C, es decir, con una forma sesquilineal (h(Av,w) = Ah(v,w), h(v, \w) =
Ah(v,w)), podemos considerar el grupo unitario U(V) de automorfismos de V

que preservan h. Cuando V = C" esta equipado con la forma hermitica estandar
n
W1,y 0) 1, ) = S il
i=1

entonces U(n) := U(C") es el grupo de las matrices unitarias: matrices complejas

n X n que cumplen la condicién
ATA =1,

donde AT es la matriz traspuesta conjugada de A. También se puede considerar el

grupo SU(n) C U(n) de las matrices unitarias con determinante 1.

OBSERVACION 20.3. Los grupos GLy,, SLy, O, SO, Sp,, forman la clase de los grupos
cldsicos. Nétese ademas que todos estos grupos pueden definirse de forma analoga sobre
cualquier cuerpo o incluso sobre Z. De hecho, es facil ver que todas las condiciones que
determinan estos grupos son polinomiales, de modo que éstos son ejemplos de grupos
algebraicos. El hecho de que se puedan definir sobre Z y que para cualquiera de estos
grupos G y para cualquier otro anillo R se pueda recuperar el grupo sobre R cambiando
de base el grupo sobre Z, de modo que G(R) = Gg(R), significa que estos son grupos
escindidos.

Nétese ademds que los grupos U(n), SU(n), O(n) y SO(n) son compactos, de hecho, son
los grupos compactos maximales de los grupos GL, (C), SL,,(C), GL,,(R) y SL,(R), respec-
tivamente. También se puede probar que el compacto maximal del grupo simpléctico real
Spay, (R) es también el grupo unitario U(n). Por otra parte, el compacto maximal del gru-
po simpléctico complejo Sp,,, (C) es otro grupo Sp(n), denominado el grupo simpléctico

compacto.
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20.4. Para todo g € GG, podemos definir los difeomorfismos
Ly:G—G, h—ghyRy:G— G, h— hg,

dados por la multiplicacién por la izquierda y por la derecha. También podemos definir el

difeomorfismo de conjugacién
Adg=LgoR;1=Ry10Ly:G— G, h— ghg™*

20.5. Un campo vectorial X € X(G) es invariante por la izquierda is (Lg), X = X
para todo g € G; en otras palabras, si X, = d1Ly(X;) para todo g € G. El corchete de Lie
de dos campos invariantes por la izquierda es invariante por la izquierda; en efecto, si X
e Y son invariantes por la izquierda entonces estan Lg-relacionados consigo mismos, para
todo g, y por tanto [X,Y] estda Lg-relacionado consigo mismo para todo g, de modo que
[X,Y] es L,-invariante. Por tanto, el subespacio X(G)“ C X(G) de los campos invariantes
por la izquierda forma una subdlgebra de Lie de X(G). Nétese que un campo vectorial
invariante por la izquierda estd determinado por su valor en la identidad 1 € GG, de modo

que tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales

X(G)° - TG, X — X.

DEFINICION 20.6. El dlgebra de Lie g = Lie(G) := (X(G)%,[—, —]) se denomina el
dlgebra de Lie de G.

DEFINICION 20.7. Se denomina la aplicacién exponencial exp : g — G a la apli-
cacién que envia cada campo invariante por la izquierda X € g al elemento exp(X) =
vx(1,1) € G, donde

px  RxG—->G

es el flujo generado por el campo X.

20.8. Notese que, con esta definicién, podemos escribir el flujo px : R x G — G
generado por un campo X € g como
px(t,g) = gexp(tX).

En efecto,

px(t,9) = ox(t, Lg(1)) = Lg o -1y (8 1) = Lg o px(t,1) = gexp(tX).

20.9. La aplicacién de conjugacion Ad, : G — G preserva la identidad, y por tanto

su diferencial determina un endomorfismo ady = (Ady). : g — g. Explicitamente
d -1
adg X = o (gexp(tX)g™ ).
t=0
Este endomorfismo preserva el corchete de Lie y es invertible, de modo que es un auto-
morfismo de dlgebras de Lie del algebra de Lie g. Es decir, tenemos un homomorfismo de
grupos
ad : G — Aut(g)
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denominado la representaciéon adjunta de G. La diferencial de este homomorfismo en

la identidad es la aplicacion lineal
dyad : g — End(g), X — [X,—].
Veamos un par de ejemplos.

PROPOSICION 20.10. El dlgebra de Lie de GL,,(R) es gl,(R) y la aplicacion exponencial

exp : gl,(R) — GL,(R) es la exponencial de matrices
Ak
exp(A) = e = Z %

k=0

DEMOSTRACION. Ya sabemos que Lie(GL,,(R)) es isomorfo a su espacio tangente en la
identidad I,, € GL,(R), pero como GL,(R) C gl,,(R) es un subconjunto abierto, tenemos
que el espacio tangente 71, GL,(R) es naturalmente isomorfo a gl,(R), al menos como

espacio vectorial. Tenemos que ver entonces que el isomorfismo natural
X(GL,(R))C®) 5 g1 (R), X — X,

envia el corchete de Lie de campos al conmutador de matrices. Ahora bien, la inversa de

este isomorfismo es la aplicacién
gl (R) — X(CL,(R)® A s Xy,

con
(Xa)g = diLg(A) = g4,

ya que la multiplicacién de matrices es lineal. Por tanto

[Xa,XB] =X40Xp—XpoXy,

donde J
(Xa0Xp)g = T (gexp(tA)B) = gAB,
t t=0
d
(XBoXa)g = T (gexp(tB)A) = gBA.
t=0

Concluimos que
[Xa, XBlg = glA, B] = (X[4,8))g-

Ahora, por definicién, la funcién g : R — GL,(R), ¢t — exp(tA) es una solucién de la
ecuacion diferencial J
con condicién inicial g(0) = I,,. Pero la solucién de este problema de valores iniciales es
precisamente

g(t) = g(0)e! = e,

Por tanto, exp(tA) = et4, para todo t € R y, en particular, para t = 1 tenemos exp(A) =
eA. (]

PROPOSICION 20.11. El dlgebra de Lie del grupo ortogonal O, (R) es el dlgebra de Lie
50,(R) formada por las matrices n X n antisimétricas, con el corchete de Lie dado por el
conmutador de matrices.
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DEMOSTRACION. Recordemos que O,,(R) es la subvariedad regular de GL,,(R) deter-
minada por la ecuacién
ATA=1,.
Para calcular la condicién lineal que determina so,(R) C gl,(R) basta considerar una
curva t — A(t) € O,(R), con A(0) =1, y derivar

d
0=—| (AB)TA®) = [A(O)TA®) + AB)T A (D=0 = A'(0)" + 4(0),
t=0
de modo que la condicién que determina so,(R) es A’ = —(A’)T, que es precisamente la
condicién de ser una matriz antisimétrica. O

20.12. El dual del dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G es el espacio Q'(G)% de las
1-formas invariantes por la izquierda. En general, se dice que una k-forma w € QF(G) es
tnvariante por la izquierda si (L,)*w = w, para todo g € G. Nétese que, para todo
g€@qG,

(Lg)*dw = d(Lg)*w = dw.
De modo que el dlgebra

Q.(G)G _ @ Qk(G)G'
k

de las formas diferenciales invariantes por la izquierda es cerrada por la accién de la

diferencial exterior d. En particular, el complejo de de Rham restringe a un complejo
0 — Q(G)° —4 02(G)¢ — B(G)F —L ...
Ahora, la evaluacion en la identidad determina un isomorfismo
Q°(G)Y — A°TFG = A°g",

de modo que el dlgebra Q°(G)% se identifica con el dlgebra de Chevalley-Eilenberg.

20.13. Forma de Maurer—Cartan. La 1-forma de Maurer—Cartan (invarian-
te por la izquierda) 8 € Q!(G;g) es la 1-forma g-valorada

Oy = (Lg-1)s : TyG — TG = g.

Si X es un campo vectorial invariante por la izquierda, entonces §(X) = X7, de modo que
01 es la identificacién natural entre 717G y g.
Si G = GL,(R) o més generalmente es un grupo de matrices, entonces, para A € G y
A € T4G, tenemos
HA(A) = (LA—l)*A — A'A.

Por tanto, si denotamos por g : G — gl,,(R) la inclusién natural, tenemos que

0 =g ldg.
Para dar una expresién de 6 en coordenadas podemos considerar una base £1,...,&,
de g, y su base dual 8%, ...,6". La 1-forma puede escribirse entonces como

0 = &6
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Recordemos la ecuacion de estructura
do' + Lt n ok =0
2 Ik e
Esta ecuacion puede escribirse ahora como la identidad de Maurer—Cartan
1
db + 59 NG =0.

Aqui, la notacién 0 A 0 involucra tomar simultdneamente el corchete de Lie y el producto

wedge; explicitamente

O N6 = (&67) N (E0%) =[5, 6:]07 N OF = Clp&it? N 0"



Capitulo V

Fibrados principales

21. Fibrados principales

DEFINICION 21.1. Sean M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Un G-
fibrado principal 7 : P — M estd dado por una variedad diferenciable P, junto con una
accién de G por la derecha

PxG—=P, (pg)—p-g

de forma que

1. la acciéon de G en P es libre,

2. M se identifica con el cociente M = P/G y la proyeccién canénica w: P — M es
diferenciable,

3. la fibracién m : P — M es localmente trivial, en el sentido de que, para todo
x € M existe un entorno U C M de x y un difeomorfismo G-equivariante (llamado

trivializacion de P en U)
Yy Y(U) = UxG
de forma que el siguiente diagrama conmuta

U) Y U x @G

M
v .y

OBSERVACION 21.2. Algunos comentarios:

1. De la conmutatividad del diagrama anterior, se sigue que una trivializacién de P

en U se escribe como

Yu(p) = (7(p), pu(p)),

para ¢y : 7~ H(U) — G una aplicacién diferenciable. La condicién de G-equivariancia
significa que
wu(p-9) =vup)g.

2. Nétese que por definicion el grupo G actia libre y transitivamente en cada fibra
P, = 7~ !(x); de modo que cada fibra P, es un G-torsor.

3. El G-fibrado principal trivial se define como P = M x GG, con la accién natural
(x,g9) - h = (z,gh) y con m = pry. Una trivializacion global de un fibrado
principal P es un difeomorfismo G-equivariante ¢ : P — M x G, con pry o) = 7.

4. Una seccion de un fibrado principal P en un abierto U C M es una aplicacién
diferenciable s : U — P de forma que 7 o s = idy. Denotamos por I'(U, P) el

espacio de todas las secciones en U. Una seccién es una seccion global si U = M.

67
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5. Nétese que una seccién s € I'(U, P) determina una trivializacién de P en U como
sigue
Yu(p) = (7(p), 9p),

para p € 7 1(U), donde g, € G es el tnico elemento de G con

p=s(m(p)) - gp-

6. Si I'(U, P) # @, entonces es un G(U)-torsor, donde G(U) es el grupo de las apli-
caciones diferenciables U — G. En efecto, si s,s’ € TI'(U, P) son dos secciones,
entonces, para todo € M existe un elemento g(z) € G tal que §'(z) = s(x) - g(z).
La asignacién = — g(z) determina una aplicacién g : U — G, que es diferenciable,

puesto que s y s’ lo son.

21.3. Funciones de transicién. La condicién de trivialidad local implica que po-
demos recubrir M = [[;.; U; de forma que cada I'(U;, P) # @. Dado un elemento (s;)cr,
con s; € I'(U;, P), existen unas aplicaciones diferenciables g;; : U; N U; — G, para cada
interseccién no vacia U; N U; # @, de forma que

siluinu; = siluinu; - 9ij-
Las funciones g;; € G(U; N Uj) se denominan funciones de transicion de P. Estas
funciones cumplen la condicién de cociclo: para U; NU; N Uy, # @, se tiene que
ik = 9ij9jk-

Si cambiamos (s;)ier por (s})icr, con s, = s; - gi, para g; € G(U;), entonces las funciones
de transicién cambian como

-1

9ij = 9; 9ii9;-
El conjunto cociente
H' (MU i e1},G) = [[ cuinty)/ [ ¢

ij€l i
con respecto de la accién (gij)ijer - (9i)ier = (g;lgijgj)mg se denomina el primer grupo
de cohomologia de Cech con coeficientes en G y subordinado a {U; : i € I'}. Hemos

visto que la asignacién P — (g;j)i jer determina una aplicacién natural
{G-fibrados principales en M} — H*(M,{U; :i € I},G).

De hecho, el fibrado P puede reconstruirse de las funciones de transicion, ya que éstas
nos dan los datos de pegado para las piezas locales P; =2 U; x G. Por tanto, la aplicacién

anterior es de hecho una biyeccion.
EJEMPLO 21.4. Veamos algunos ejemplos de fibrados principales:
1. Tomemos P = M = S' C C, con la aplicacién
7: St S o2 22
Esta aplicacién determina un Z/2Z-fibrado principal en S, con respecto a la accién

(z,£1) — *=z.
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Visualmente puede verse como la proyeccion del borde de la cinta de Md&bius a
una circunferencia interior. Notese que es un fibrado no trivial, ya que una seccién
global suya equivaldria a definir una raiz cuadrada en toda la circunferencia, que
sabemos que no se puede hacer. Si recubrimos S* por dos intervalos, la correspon-
diente funcién de transiciéon de este fibrado vale +1 en una de las componentes
conexas de la interseccion y —1 en la otra.

. Supongamos que M es conexa y Il = w1 (M) es su grupo fundamental en cualquier
punto. Equipado con la topologia discreta, II puede entenderse como un grupo
de Lie (aunque posiblemente no cumpla el segundo axioma de numerabilidad). El
recubridor universal 7 : M — M es un II-fibrado principal, con la accién en M
dada por la acciéon de monodromia. Ademas, si I' C II es un subgrupo normal de II,
entonces 7 : M /T — M es un recubridor regular, con grupo de Galois G = II/T".
Esto quiere decir precisamente que 7 : M /T — M es un G-fibrado principal.

. Recordemos el fibrado de referencias de una variedad diferenciable M de di-

mensién n,
B(M) = {(x, b):x € M,b:R" 5 T, M isomorfismo lineal} .

La accién de cambio de base y la proyeccién natural 7« : B(M) — M, (x,b) —
x dotan al fibrado de referencias de la estructura de GL,(R)-fibrado principal.
Podemos recubrir M por un atlas M = [[, U;, con cartas ¢; : U; = R" y cambios
de coordenadas ¢;; = ¢; o goj_l 1 ¢ (Uj) = ¢i(U;). Las correspondientes funciones

de transicién de B(M) son precisamente
gij U, N Uj — GLn(R), T — d%.(g&)goij.

Si g es una métrica riemanniana en M también podemos considerar el fibrado
Bo (M) de referencias ortogonales. En este caso, obtenemos un O,,(R)-fibrado prin-

cipal.

21.5. Grupos abelianos. Nétese que la asignacién U — G(U) determina un haz

de grupos en M, que denotamos por Gjs. En particular, si G = A es un grupo abeliano,

podemos considerar los grupos de cohomologia de haces H¥(M, Ay/). Si0 — A — B —

C — 0 es una sucesién exacta de grupos abelianos, entonces existe un recubrimiento
M = [];c; Ui de forma que las sucesiones 0 — A(U;) — B(U;) — C(U;) — 0 también son

exactas. No es dificil comprobar que globalmente se obtiene una sucesién exacta

0 —— AM) —— B(M) —— C(M) —— HY(M,{U;:i€1I},A).

Por tanto,

HY M, {U;:i€T},A) = H' (M, Ayp).

Es decir, los A-fibrados principales estan clasificados por el grupo de cohomologia de haces
HY(M, Aypyp).

EJEMPLO 21.6. Supongamos en particular que A = Z" es un reticulo de rango n y que

A =T =R"/A es el correspondiente toro. Tenemos una sucesién exacta

0 s A s R™ T 0.
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Tenemos que (R")yr = CFf @r R™, y como Cf7 es fino, tenemos que HE(M, (R™)3) =0
para todo k > 0. Por tanto, obtenemos un isomorfismo

HY (M, Ty) = H*(M,A).

Concluimos entonces que los T-fibrados principales estan clasificados por el grupo de
cohomologia H?(M, A). En particular, si T = S! = R/Z, tenemos una biyeccién

c: {Sl—ﬁbrados principales} = H2(M, 7).

La clase c¢(P) € H?(M,Z) asociada al S'-fibrado principal P — M, se denomina la clase
de Chern de P.

21.7. Fibrados asociados. Una G-variedad es una variedad diferenciable F' equi-
pada con una accién de G diferenciable por la izquierda G x F' — F, (¢, f) —g- f. Si F
es una G-variedad y P — M es un fibrado principal, podemos considerar la accién por la
izquierda

Gx (PxF)=PxF ()~ @9 g f)

y definir el fibrado asociado
P(F)=Px%F=(PxF)/G.

Este espacio es una fibracién sobre M cuyas fibras estdn en biyeccién con F'. Més gene-

ralmente, existe una biyeccion
{secciones de P(F)} — {aplicaciones diferenciables G-equivariantes P — F}.

Ejemplos claros de G-variedades son las representaciones. Dado un grupo de Lie G,
una representacion (diferenciable) de G es un par (V,p), donde V es un R-espacio
vectorial y p : G — GL(V) es una aplicacién diferenciable. Dada una representacién
(V,p) de G, tenemos una accién por la izquierda (g,v) — p(g)(v). Si P — M es un G-
fibrado principal, obtenemos un fibrado vectorial P(V') — M. Por ejemplo, si B(M) es el
fibrado de referencias de M y p =id : GL,(R) — GL(R") es la representacién natural, el
fibrado asociado TM = B(M) xLn(®) R™ es simplemente el fibrado tangente TM — M.
Maés generalmente, si V' — M es un fibrado vectorial de rango r, podemos considerar su

fibrado de referencias
B(V)= {(w, b):x € M,b:R" 5 V, isomorfismo lineal} ,

que es un GL, (R)-fibrado principal, y recuperar V como el fibrado asociado V = B(V) x GLr(R)
R". Naturalmente, B(M) = B(TM).

22. [Extensiones, reducciones y estructuras geométricas

22.1. Extension y reduccion del grupo de estructura. Sea G un grupo de Lie
y H C G un subgrupo de Lie suyo. Todo H-fibrado principal P determina un G-fibrado
principal Pz = P x G, donde H actiia en G como (h,g) — hg, ya que es un subgrupo
suyo. La asignacion P +— Py se denomina extension del grupo de estructura.

La construccién reciproca no es inmediata, de hecho no siempre existe y no suele ser

unica. Dado un G-fibrado principal P, una reduccién del grupo de estructura de P



22. EXTENSIONES, REDUCCIONES Y ESTRUCTURAS GEOMETRICAS 71

a H es un H-fibrado principal Py — M, junto con un encaje Py < P compatible con las
proyecciones a M y de forma que P = Py x G. Equivalentemente, una reduccién esta
dada por un subfibrado Py C P de forma que p- h € Py para todo p € Py y para todo
h e H.

La forma mas natural de determinar una reduccién del grupo de estructura es dar
una aplicacién G-equivariante o : P — G/H, donde el cociente G/H esté equipado con
la accién (¢/, gH) — g'gH. En efecto, basta tomar Py = o~ !(H) C P. Equivalentemente,
una reduccién estd dada por una seccion del fibrado asociado

P/H := P(G/H) = P x% (G/H).

Muchas estructuras geométricas en variedades diferenciables se pueden entender como

reducciones del grupo de estructura de sus fibrados de referencias.

22.2. Meétricas riemannianas. Dar una métrica riemanniana en una variedad M
equivale a dar una reduccién del grupo de estructura de su fibrado de referencias B(M) a

O(n) C GL,(R). En efecto, toda matriz invertible A descompone de forma tnica como
A=Q5s,

donde @ € O(n) es una matriz ortogonal y S es una matriz simétrica definida positiva. Por
tanto, podemos identificar el cociente P = GL,(R)/ O(n) con el conjunto de las matrices
simétricas definidas positivas, de modo que dar una seccién de B(M) xGLn(R) P equivale
precisamente a definir un producto escalar en cada espacio tangente, de forma consistente
con la estructura diferenciable; es decir, equivale a dar una métrica riemanniana. Més
generalmente, se puede definir una nocién de métrica riemanniana en todo fibrado

vectorial V' — M como una reduccién del grupo de estructura de B(V) a O(n).

22.3. Orientaciones. Dar una orientacién en M equivale a dar una reduccién del
grupo de estructura de B(M) a GL; (R), la componente conexa de GL,(R) de las matrices
con determinante positivo. El cociente GL,(R)/ GL,(R)" es isomorfo a Z/2Z, de modo

que para cualquier recubrimiento M = []..; U; de M obtenemos una sucesién exacta en

3 el
cohomologia de Cech
HY(M,{U;,i € I},GL,(R)*) — H'(M,{U;,i € I} ,GL,(R)) — HY(M,7Z/27).
Dado un fibrado vectorial V' — M, se define su primera clase de Stiefel-Whitney
w1 (V) € HY(M,Z/27Z) como la imagen de B(V) por la aplicacién en la sucesién exacta
anterior. En particular, se define la primera clase de Stiefel-Whitney de M como wi (M) =

wi(T'M). Concluimos que una variedad es orientable si y sélo si w1 (M) = 0. En general,

decimos que un fibrado vectorial V' — M es orientable si w; (V') = 0.

22.4. Forma de volumen. Dar una forma de volumen en M equivale a dar una
reduccion del grupo de estructura de B(M) a SL,,(R). En particular, una forma de volumen
determina una orientacién, ya que SL,(R) C GL,(R)™". A su vez, una métrica riemanniana

en una variedad orientada determina una forma de volumen ya que

O(n) N GL,(R)* = O(n) N SL,(R) = SO(n).
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En otras palabras, una orientacion junto con una métrica riemanniana determinan una

reduccién del grupo de estructura de B(M) a SO(n).

22.5. Estructuras presimplécticas. Supongamos que M es una variedad de di-
mensién 2n. Dar una reduccién del grupo de estructura de B(M) al grupo simpléctico
Sp,,(R) C GL2,(R) equivale a dar una 2-forma no degenerada w € Q2(M). Esta 2-forma
se denomina una estructura presimpléctica en M. Si ademds, dw = 0, se dice que w
es una estructura simpléctica y el par (M,w) se denomina una variedad simplécti-
ca. En ese caso, el teorema de Darboux garantiza que existen coordenadas locales
qt,....¢"p',...,p" de modo que w = Zidpi/\dqi.

22.6. Estructuras casi-complejas. De nuevo, supongamos que M es una variedad
de dimensién 2n. El grupo GL,(C) de las matrices invertibles n x n con entradas en los

nimeros complejos admite una inclusién natural en GL3,(R) en la forma

A:B+iCH<B C),
C B

donde i es la unidad imaginaria. Asi, la imagen de GL,(C) se corresponde justamente
con el conjunto de aplicaciones lineales R?” — R?" que son C-lineales, si identificamos
R?" = C". Una reduccién del grupo de estructura de B(M) a GL,(C) corresponde a

dar un automorfismo J : TM — TM de forma que J? = —idyys. Este automorfismo
J se denomina una estructura casi-compleja en M. Una estructura casi-compleja es
integrable si existen coordenadas locales z',..., 2", y',...,y" de forma que

J(Oyi) = Oyi, J(0yi) = —0yi-

En ese caso, podemos tomar las coordenadas locales complejas z* = x* + iy*. Estas coor-
denadas dan un atlas de homeomorfismos U — C" cuyas aplicaciones de cambio de coor-
denadas son aplicaciones holomorfas C" — C™. Se dice entonces que J es un estructura

compleja, y el par (M, J) se denomina una variedad compleja.

22.7. Extensiones centrales. También es interesante considerar extensiones cen-

trales. Esto son sucesiones exactas cortas de grupos
1 A G H 1,
donde Z es un subgrupo del centro de G. En particular, Z es abeliano. Si M = [],.; U; es

un recubrimiento de M tal que cada G(U;) — H (Uj;) es sobreyectiva, entonces la sucesién

exacta anterior induce una sucesién exacta en cohomologia de Cech

HYM,Z) — H'M,{U;,i € I},G) —— HY(M,{U;,i € I} ,H) — H*(M, Z).
Vemos ahora que la obstrucciéon para que un H-fibrado principal P provenga de un G-
fibrado principal esté precisamente en la imagen de P en H?(M, Z).

22.8. Estructuras de spin. Un ejemplo sencillo de extensién central es el grupo
de spin. Por definiciéon, para n > 2, se define el correspondiente grupo de spin real
Spin(n) = Spin,, (R) como el recubridor universal del grupo SO(n). Resulta que el grupo
fundamental de SO(n) es Z/2Z (para n = 3 se prueba a mano porque SO(3) = P3| y para

n > 3 se deduce del caso n = 3 por la sucesion exacta larga en homotopia; otra forma de
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probarlo es usando sistemas de raices, ya que SO,, es un grupo escindido). Por tanto, se

tiene una sucesién exacta corta
1 —— Z/2Z —— Spin(n) —— SO(n) —— 1,
que induce una sucesién exacta
HY(M,z/2Z) — H"(M,{U;,i € I},Spin(n)) — H'(M,{U;,i € 1},S0(n)) — H*(M,Z/27),

donde M = [,c; U; es un recubrimiento tal que cada Spin(n)(U;) — SO(n)(U;) es sobre-
yectiva.

Una estructura de spin en una variedad riemanniana orientada (M, ¢g) de dimensién
n es un Spin(n)-fibrado principal Bspin (M) cuya imagen por la aplicacién en la sucesién
exacta anterior es el fibrado de referencias ortonormales positivas Bgo(M). La imagen
wo(P) € H?*(M,Z/27Z) de un SO(n)-fibrado principal P por la aplicacién anterior se
denomina la segunda clase de Stiefel-Whitney. En particular, la segunda clase de
Stiefel-Whitney de M se define como wa (M) = wa(Bso(M)). De la sucesién exacta vemos
que M admite una estructura de spin si y sélo si we(M) = 0. Ademds, la estructura
de spin, si existe, no es necesariamente Unica, sino que hay tantas estructuras de spin
diferentes como clases en H'(M,Z/27).

23. Conexiones

DEFINICION 23.1. Sea 7w : P — M un fibrado principal. Dado un punto p € P, se
define el subespacio vertical como V), = ker d,m C T),P. Més generalmente, se define la

distribucion vertical V = kerdn C TP.

23.2. Una distribucién D C TP se dice G-invariante si
Rg«Dp = Dp.g

para todo g € G. Nétese que la distribucién vertical es G-invariante, ya que 7(p-g) = 7(p)
por definicién.

DEFINICION 23.3. Una (G-)conexion (principal) A en P estd dada por una distribu-
cién G-invariante H4 C TP, llamada la distribucion horizontal de la conexidén, tal
que

TP=Va®H"
En otras palabras, una conexion es una escision de la siguiente sucesion exacta corta de

fibrados vectoriales sobre P

0 Vv TP — & v*TM — 0.

23.4. Podemos considerar la proyeccién horizontal wg : TP — TP definida como

X siXeH,
0 siXeV.

T (X) =

Para cada X € TP, denotamos X" = 7 (X).
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23.5. El campo fundamental. La accién de G en P determina una “accién infi-
nitesimal” g — X(P), que a cada X € g le asigna el campo fundamental X cuyo valor

en un punto p € P es

d
XF=— -exp(tX)).
S = | erex)
Noétese que
dpm X5 = 4 m(p-exp(tX)) = L m(p) =0
e 3 P dt ], ’

de modo que X es un campo vertical. Es mds, como la accién de G es libre, para todo

p € P, tenemos que la aplicacion
+
g—Vy X Xp

es un isomorfismo. El grupo G actia en V), por medio de las aplicaciones R, .; veamos en

qué se traduce esta accién en g. Tenemos que

d d d _
Ry Xy = —|  Ryp-exp(tX)) = —| p-exp(tX)g= —| p-gg exp(tX)g
t=0 t=0 t=0
d
=gl P gexp(tad;—1X) = (ady—1 X))l
t=0

Por tanto, Ry .X+ = (ad,-1.X)".

23.6. La l-forma de conexion. Una escisién de la sucesién exacta corta

0 174 TP 4 o*TM — 0

~

estd equivalentemente determinada por una aplicacién A : TP — V que da la identidad al
componerla con la inclusién V < TP; la distribucién horizontal es entonces H* = ker A.

Ahora, hemos visto que cada espacio vertical V), es isomorfo al dlgebra de Lie g. Por
tanto, podemos identificar la aplicacién A con una 1-forma g-valorada A € Q(P;g) defi-

nida como
X siY esvertical, con Y = X,

AlY) =
0 siYeHA
Esta 1-forma se denomina la 1-forma de conexién de A.

Veamos como actia G en esta 1-forma,

-1 X.

RIA(XT) = ARy, X ") = A(ad,1 X)) = ad,

Es decir,
R;A = ad,-10A.
Recordemos que las fibras de P son G-torsores; es decir, si fijamos un punto p € P,y

denotamos z = 7(p), entonces tenemos un difeomorfismo
Yp:G— Py, g—p-g.

Bajo esta aplicacion, podemos ver que la 1-forma de conexion se identifica con la 1-forma

de Maurer—Cartan,

YrA=0.
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En efecto, dado X, € T,G, tenemos

W;A)g(Xg) = Ap-g(d’p*Xg) = Lgfl* g = eg(Xg)-

23.7. Las l-formas locales. Supongamos ahora que M = []..;U; es un recu-

i€l
brimiento de modo que P es trivial sobre cada U;, y tomemos una familia de secciones
s = (8i)icr, con cada s; € I'(U;, P). Para cada i € I, definimos 4; = sfA € QY (U;, g).
Podemos reconstruir la 1-forma A desde las A; poniendo

Ar-1,) = adgi_l om* A + g; 0.

Aqui, g; : 71 (U;) — G es la aplicacién que envia cada p € 7~ 1(U;) al elemento g;(p) que
cumple
p = si(m(p)) - gi(p).
En efecto, veamos que A —1(y,) = Alz-1(1,). Sea p € 7 1(U;) y denotemos x = m(p).
El espacio tangente a s;(z) descompone como
Ty @) P = 8 (T M) © Vi, ()
Ahora, como p = s;(x) - gi(p), podemos descomponer

TpP = Ry, (p)«(Ts;(0)P) = (Ry,(p) © si 0 1) (T M) &V,

ya que Vy, = Ry, (p)«(Vs;(z))- Por tanto, un campo Y € X(m~Y(U;)) descompone de forma
tnica como
Y = (R 0 512 0 1) (V) + Y,

donde Y es un campo vertical. Ahora,

A((Rg;«08ix0ms)(Y)) = R;(s;‘A(W*Y)) = R;(Ai(W*Y)) = R;_ (m*A;(Y)) = adgfl o A;(Y).

Por otra parte, tenemos la trivializacién
Pi N U;) = Ui x G, p s (si(m(p)), 9i(p)),
y podemos escribir
AY?) = (i A)(giY) = 0(9:Y ) = g7 0(Y).
Por tanto,
AY) = a,dg'—l om*A;(Y) 4+ ¢;0(Y).
Similarmente, se prueba que, en una interseccién U; N Uj, tenemos la relacion

Ai = adgij 014‘7 —+ (9;1)*97

con g;; = g; © ;.

23.8. Conexiones en fibrados asociados. La distribucion vertical V' puede de-
finirse en cualquier fibrado £ — M, no necesariamente principal. Una conexion de
Ehresmann en E es simplemente una distribucién horizontal, es decir, una distribucion
H CTFE tal que TE =V & H. A toda conexién de Ehrsemann se le puede asociar una
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derivada covariante, que asigna a cada seccién s € I'(E) la aplicacién
Vs: X(M) = T(s*V), X = 5,(X)— X",

En particular, si E' es un fibrado vectorial, entonces s*V — M es isomorfo a &£ — M, por
tanto Vs : X(M) — I'(E), y la aplicacién s — Vs determina una conexién lineal en E.
Supongamos ahora que P es un G-fibrado principal y A es una conexién en P. Sea F

una G-variedad, y consideremos la proyeccién natural
¢:PxF—-E:=Px“F=(PxF)/G.

Podemos definir una conexién de Ehresmann H en E como

H=q.(H"&0),
es decir, para cada punto e = [p, f|] € E, ponemos

He = dg, pyq(H &0).
La definicién no depende del representante (p, f); en efecto,
dip, (X, 0) = dpg g1 £a((Rg)+ X, 0),

y recordemos que la distribucién H# es G-invariante: Rg7*HI;“ = H;fg.

24. Curvatura

DEFINICION 24.1. Sea P un G-fibrado principal y A una conexién en P. Se define la
(2-forma de) curvatura de A como la 2-forma

Fa =7} (dA) € Q3(P;g).
24.2. La curvatura mide la obstruccién a la integrabilidad de la distribucién horizon-
tal. En efecto, por definicién
FA(X7Y) - dA(Xh7Yh) - XhA(Yh) - YhA<Xh) - A([Xha Yh]) - _A<[Xh7 Yh])7
ya que A se anula en la distribucién horizontal. Por tanto, F4(X,Y) = 0 si y sélo si el
campo [X"Y"] es horizontal.
PROPOSICION 24.3 (Ecuacién de estructura).

FA:dA—I-%A/\A.

DEMOSTRACION. Se trata de probar que
A(X", YY) = dA(X,Y) + [A(X), A(Y)],

para cualesquiera dos campos X,Y € X(P). Vedmoslo caso a caso. Si X e Y son ambos
horizontales, entonces no hay nada que probar. Si ambos son verticales, podemos asumir
que son de la forma X+, YT, para X,Y € g, y basta probar que

dAXH, Y ) + [AXH), A(Y )] = 0.
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Ahora,
dAXT, Y ) =XTY —YTX — A(XT,YT))
— A(IXT, V) = —A(IX, YT
— (X, Y] = —[A(X*), A(Y )]
Finalmente, si X es horizontal e Y, con Y € g es vertical, entonces basta ver que
dA(X,YT) =0,
que a su vez equivale a
A(X,YT]) =0.

Pero, por la invariancia de la distribucién horizontal, el corchete de un campo horizontal

con un campo vertical es horizontal. O
PROPOSICION 24.4 (Identidad de Bianchi).
wdFa = 0.
DEMOSTRACION.
ThdFs = 15 d(dA+ JANA) =15 (3dANA— FANdA)
=n(dANA) = (ndA) A (g A) = 0.
O

24.5. Equivalentemente, la curvatura F'4 puede verse como una 2-forma con valores
en el fibrado adjunto
ad P := P(g) = P x%g,
asociado a la acciéon adjunta de G en g. En efecto, podemos tomar un recubrimiento
M = [],c; Ui de modo que P es trivial sobre cada U;, y una familia de secciones s = (s;)ier,

con s; € I'(U;, P) y con funciones de transicién g;; € G(U;;). Para cada i € I, definimos
F;, = SfFA =dA; + %Ai AN A;.

Ahora, usando la igualdad A; = ady,; oA; + (gi;l)*H y la ecuacién de Maurer—Cartan
df = —%9 A 8, concluimos que
Fl’ = adgij OF]’.






Capitulo VI

Holonomia y espacios de curvatura constante

25. Holonomia y conexiones planas

25.1. Transporte paralelo. Sea m : P — M un G-fibrado principal y A una
conexién en P, con distribucién horizontal H4 € TP. Una curva diferenciable 7 : [0, 1] —

P se dice horizontal si 7/(t) € HZ

2ty bara todo t. Equivalentemente, ¥ es horizontal si

AF (1)) =0.

Localmente, en un abierto U C M trivializante para P, podemos ver () como un par
(v(t),g(t)), donde vy = mo4 y g : [0,1] — G es una curva diferenciable. La ecuacién

anterior se escribe ahora como

adg-1(y Au (Y1) + (9°0)(+'(£)) = 0.

Vemos ahora que se trata de un sistema de EDOs de orden 1 con coeficientes C'*°; de
modo que se le puede aplicar la teoria de existencia y unicidad de soluciones. Concluimos
que, si prescribimos g¢(0), entonces g(1) estd determinado univocamente. Globalmente:
dados una curva v : [0,1] — M y un elemento p € P, existe una unica curva horizontal
%4 :[0,1] - P tal que y =mo %4 y ?;,4(0) = p. Definimos el transporte paralelo a lo
largo de ~ determinado por A como la aplicacién

H? . P’y(O) — P,y(l), p = ﬁp(l).

El transporte paralelo es un morfismo de G-torsores, es decir, para todo g € G, se
tiene que Hi?(p ) = Hi?(p) -g. En efecto, la curva 7, - g es horizontal, proyecta a v, y en
0 esigual a p-g.

25.2. Holonomia. Tomemos ahora un lazo o : [0,1] — M, con x = ¢(0) = o(1).

El transporte paralelo determina una aplicacién
2 : P, — Py, p6,(1).

Ahora, fijemos p € P,. Como p y II2(p) estdn en la misma fibra, existe un tnico g € G

tal que

I3 (p)=p-g.
Este elemento se denota por Hol;f‘ (o) y se denomina la holonomia del lazo o en p deter-
minada por A. Si sustituimos p por otro punto p - h en la misma fibra, entonces

Hol2\), (o) = h™'Hol} (o) h.

Por tanto, la holonomia no depende del punto escogido en la fibra salvo por conjugacién.

79
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Todo junto, esto determina una aplicacién
Holﬁ : {Lazos en M basados en z} — G, 0 — Hol;‘(or).

Ademsds, notese que la holonomia del lazo trivial es 1 € G y que la holonomia de la

concatenacion de dos lazos es igual al producto de sus holonomias.
DEFINICION 25.3. Una conexidn plana es una conexién A con Fa = 0.

TEOREMA 25.4. Sean x € M yp € P,. Si A es una conerion plana, entonces el
transporte paralelo ny1 solo depende de la clase de homotopia del camino ~y. Por tanto,

HolpA desciende a un homomorfismo de grupos
p= HolpA cmi(M,x) = G, o] — HolpA(a).
Ademds, existe un isomorfismo candnico de G-fibrados principales
®,: M x" G — P,
donde M — M es el recubridor universal y definimos
M x* G = (M x G)/m1 (M, z),
para la accién [o] - (4,9) = (y - [0]™", p([o])g).

DEMOSTRACION. En primer lugar, se trata de demostrar que, dada una aplicacién

diferenciable

v :10,1] x [0,1] — M,
con y(—,0) = zg, v(—,1) = x; entonces Hft = H%/ para cualesquiera t,t € [0, 1], donde
estamos denotando v;(—) = (¢, —).

Si A es plana, por el teorema de Frobenius, la distribucién horizontal H4 ¢ TP es
integrable. Esto quiere decir que, para todo p € P, existe una subvariedad NZ;A C P,
que contiene a p, y de modo que TqN;f‘ = H;‘ para todo q € NZ;“. Ahora, tenemos que
dgm : H, 34 — Tr(qM es un isomorfismo, para todo ¢ € P. En particular, 7 determina un
isomorfismo d,7 : TqNI;4 — Tr(q)M para todo q € N;,“ y por tanto define un difeomorfismo
local

TrPA = W‘N};A :NI;4 — M.

Para cada t € [0, 1], podemos levantar horizontalmente cada camino ~; : [0,1] — M
a un camino ’ygj‘p : [0,1] — P, que cumple que f?{‘}p(O) = p. Como el levantamiento es
horizontal, de hecho tenemos que %L}p :[0,1] = N,. Ademas, como (1) = 21 para todo t,

A

tenemos que ’yfp(l) € (m7})~!(x1). Definimos entonces la aplicacién continua

q:[0.1] = () (21), ¢ = F7(1) = 1L, (p).

Como 71';)4 es un difeomorfismo local, la fibra (77;,4)_1(:61) es discreta, de modo que ¢ es
constante.

Para la ultima parte, recordemos que el recubridor universal M— M podia identifi-

carse con el espacio de clases de homotopia de caminos

M ={[]:v:[0,1] = M, (0) =z} .
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El grupo fundamental actia naturalmente por concatenacién como

-1

b1 o) = [ %9,

Definimos entonces
U,: M xG— P, ([7],9) = I (p) - g.

En efecto,

U, (7] - [0, p(le]) - 9) = I (p)Hol, (o) "' p([o])g = ¥p([7], 9)-

De modo que ¥, desciende a una aplicacién @, : M xP G — P, que es claramente un
isomorfismo. En efecto, su inversa envia cada punto p’ € P a la clase del par ([y],9),
donde [] es la clase de homotopia de un camino que une z y 7(p’) (que estd bien definida

salvo elementos de 71 (M, x)), y g es el elemento tal que p’ = Hﬁ (p)-g. O

OBSERVACION 25.5. La forma de Maurer—Cartan proporciona el modelo local de toda
conexion plana. En el fibrado trivial M x G — M, la 1-forma

prg 0
determina una conexién, que es plana por la ecuaciéon de Maurer—Cartan. Sus hojas hori-

zontales son los conjuntos M x {g}, y su holonomia es trivial. M&s generalmente, dado un

homomorfismo p : 71 (M, z) — G, la forma pr(, 0 en M x G es invariante para la accién

o] (y,9) = (y - [o]", p(l0])9)

y desciende a una conexion plana en M x? G. Su representacion de holonomia, calculada
con respecto a la clase de (Z,1), es p.

El teorema anterior afirma que toda conexién plana se obtiene de esta manera, salvo
isomorfismo y conjugacién de p. En efecto, basta ver que W3 A = prg, 6. Para ello, definimos
s: M — P como s([7]) = W,([1], 1) = 11 (p), de modo que Wy, ([1],9) = s([7]) - g ¥

VA = Adg-1(s"A) + prg; 0 = pr; 0.

La ultima igualdad se sigue del hecho de que, por construccién, s*A = 0.

26. Geometria a la Cartan

Ha llegado la hora de revisitar el programa de Erlangen, a la manera que lo hizo Elie

Cartan.

DEFINICION 26.1. Una geometria de Klein es un par (G, H), donde G es un grupo
de Lie y H C G es un subgrupo cerrado tal que el espacio cociente G/H es conexo.

Una geometria de Cartan modelada en una geometria de Klein (G, H) en una
variedad diferenciable M es un par (P,w), donde P — M es un H-fibrado principal y
w € QY(P;g) es una 1-forma g-valorada que satisface las siguientes condiciones

1. para cada punto p € P, la aplicacién lineal w), : T,P — g es un isomorfismo,
2. (Rp)*w = Adp-1 w, para todo h € H,
3. w(XT) =X, para todo X € b.



82 VI. HOLONOMIA Y ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE

Dada una geometria de Cartan (P,w) modelada en una geometria de Klein (G, H), se

define su curvatura como la 2-forma g-valorada
Q=dw+ %w Aw.

La torsion de (P,w) es la imagen p(€2) por la proyeccién natural p : g — g/bh. Cuando
Q € O2(P;h), decimos que la geometria (P,w) es libre de torsion. Si ) = 0, entonces
decimos que la geometria (P,w) es plana.

26.2. Notese que, dada una geometria de Cartan (P,w) modelada en (G, H), podemos
considerar el G-fibrado principal extendido Py = P x¥ G. Definimos ahora una 1-forma

g-valorada wg en P x G como
we = ad,—1 prpw +pr 0 € QNP x G, g).

Por las propiedades de w, esta 1-forma desciende a una 1-forma g-valorada en Pg, que
ademads determina una G-conexién en Pg. De la ecuacién de Maurer—Cartan, se sigue que

la curvatura de esta conexion es
dwe + twe ANwe = Ady—1 prip(dw + TwAw) = Adg-1 prp Q.
Por tanto, la geometria de Cartan (P,w) es plana si y sélo si lo es la conexién asociada.

26.3. Si M — M es un espacio recubridor y (P,w) es una geometria de Cartan en
M, obtenemos una geometria de Cartan (ﬁ,&) inducida en M simplemente poniendo

P=Pxy M vy w=¢q*w, con q : P Pla aplicacién natural.

26.4. Toda geometria de Klein (G, H) define una geometria de Cartan en M = G/H
modelada sobre ella misma, la geometria de Cartan trivial, tomando P =G — M =
G/H la proyeccién natural y w = 6 € Q1(G;g) la 1-forma de Maurer-Cartan. Por otra
parte, como vemos a continuacion, una geometria de Cartan plana es localmente isomorfa

a la geometria trivial.

PROPOSICION 26.5. Si (P,w) es una geometria de Cartan plana modelada sobre (G, H)
en una variedad conexa M, con recubridor universal M, entonces existe una aplicacion
diferenciable H -equivariante v : P — G, que induce una aplicacion ¢ : M — G/H a
través del diagrama

pP—-a

L]
M —*— G/H,
y de modo que Y*0 = &.
En particular, la geometria de Cartan (P,w) es localmente isomorfa a la geometria de
Cartan trivial.

DEMOSTRACION. La 1-forma wg define una conexién plana en Pg, y por tanto un
isomorfismo ® : M x? G — Pg, donde p : m1(M) — G es la holonomia de wg. Sobre
M , la correspondiente 1-forma wg determina un isomorfismo de G-fibrados principales
d:MxG— ]Sg, con ®* &g = prg, 0. El fibrado P admite la seccién global s = <AIS(—, 1):
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M — ﬁg. Obtenemos entonces una aplicacion & : ﬁg — @, definida por la igualdad
p = s(m(p)) - k(p), que cumple k*0 = W. Denotamos por j : P — Pg la inclusién natural
j(p) = [p, 1] y definimos

Y=Koj: P>G.
Como j da una reduccién del grupo de estructura de ]BG de G a H, la aplicacién v es

H-equivariante, de modo que desciende a una aplicacién ¢ : MG /H. Finalmente,
0 =0 = G = @,
como queriamos probar. ]

26.6. Geometria euclidiana a la Klein. Recordemos el grupo euclidiano Euc(n),
definido como el grupo de automorfismos afines del espacio euclidiano estandar que pre-
servan el producto escalar. Dado un punto del espacio euclidiano, se tiene una inclusién
O(n) — Euc(n) como el grupo de transformaciones que preservan el punto y el pro-
ducto escalar con respecto a ese punto. Podemos identificar entonces el espacio cociente
Euc(n)/ O(n) con el espacio vectorial R™. El par (Euc(n), O(n)) determina una geometria
de Klein, denominada la geometria euclidiana.

26.7. Geometria riemanniana a la Cartan. Ahora, a una variedad riemanniana
(M, g) se le puede asociar el fibrado de referencias ortonormales 7 : Bo(M) — M. Este
fibrado estd equipado con la conexién pricipal inducida por la conexién de Levi-Civita,
cuya 1-forma de conexién denotamos por A € QY (Bo(M),s0(n)). Ademés, al tratarse de
una conexion afin, el fibrado de referencias esta equipado también con la 1-forma de
soldadura 0 = (0',...,0") € QY (Bo(M),R"), definida como sigue. Si e € Bo(M) es una
referencia ortogonal e : R" — T, M en el punto z = w(e) y X € TeBo(M) es un vector
tangente, definimos

0e(X) = e ! (dem(X)) € R™.
Noétese que la 2-forma,
T4 =dO0+ %A A6
determina precisamente la torsién de la conexién. Como A es la conexién de Levi-Civita,
tenemos que T4 = 0. La suma w := A+ 60 € Q' (Bo(M), euc(n)) determina una 1-forma en
Bo (M) con valores en euc(n) = so(n) R"™ y por tanto el par (Bo(M),w) es una geometria
de Cartan modelada sobre la geometria euclidiana (Euc(n),O(n)). La curvatura de esta

geometria es igual a
Q:dw~|—%w/\w:dA+%A/\A+d0+%A/\a:FA+TA = Fy.
En coordenadas
Q= dA! + Aj, A AL
A su vez, la curvatura puede expresarse en términos de la 1-forma 6 como
Qf = %R§kl6k NG,

es decir
Q=K(ON0),
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donde K es la curvatura seccional. En conclusién, tenemos la ecuacién

1
dw—f—iw/\w:K(H/\G).

27. Formas espaciales

27.1. Supongamos que (M, g) es una n-variedad riemanniana con curvatura seccional
constante K € R. Definimos el dlgebra de Lie gx con espacio subyacente so(n) & R"™ y

equipado con el corchete
[(A’ a)? (B7 b)]QK = ([A, B] - K(a N b)a Ab— Ba)'
La ecuacién de estructura 1
dw+§wAw:K(«9/\9)

puede entonces reescribirse como
1
dw + i(w ANw)gre = 0.

De modo que w puede verse como una 1-forma valorada en gg, y (Bo(M),w) determina
una geometria de Cartan plana modelada sobre (Gg,SO(n)), donde Gk es un grupo de
Lie con &lgebra de Lie gx.

27.2. Geometrias de curvatura constante. Describamos ahora el espacio co-
ciente Gg /SO, (R).

27.2.1.  Curvatura nula. Si K = 0, entonces gx es isomorfo al dlgebra euc(n) =
so(n) & R", de modo que G es el grupo euclidiano Euc(n) y Gx /SO, (R) es el espacio
euclidiano estandar n-dimensional, que denotamos por E”.

27.2.2.  Curvatura positiva o negativa. Comenzamos definiendo una aplicacién inyec-
tiva

it gk < gl (R)

que envia cada par (A, a) € so(n) ® R"™ a la matriz
T
o= 2 .
—Ka A

—K(aTh—b"a) a’B - bTA
—K(Ab— Ba) [A,B] — K(ab” — ba™)

=1i([(4,a),(B,b)]gx)-

Luego i preserva el corchete de Lie. La imagen i(g) C gl,,1(R) se identifica entonces con

De modo que

i(A,a)i(B,b) —i(B,b)i(A,a) = (

el espacio de las matrices M tales que

MD=-DM7",

b (1/[( 0>'
0 I,

donde D es la matriz
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Por tanto, el correspondiente grupo Gxg C GLy41(R) es el subgrupo de las matrices A
tales que
ADA ' =D.
27.2.3.  Curvatura positiva. Si K > 0, el grupo Gg es isomorfo a SO(n + 1), y el
cociente G/ SO(n) se identifica con la esfera n-dimensional de radio R, definida como

h={Gh ) @) (@) 4 8 = R
y equipada con la métrica obtenida al restringir la forma
(dz)? 4 - - + (dz™)* + (dt)?.

27.2.4. Curvatura negativa. Si K < 0, el grupo Gx es isomorfo al grupo SO(1,n),
y el cociente G/ SO(n) se identifica con el espacio hiperbélico n-dimensional de radio R
definido como la hoja superior de la superficie

HE U (HE) = {(331, ozt (@) (@) -t = Rz}
y equipado con la métrica obtenida al restringir la forma
(dz)? + - + (dz™)? — (dt)%.

Concluimos lo siguiente.

PROPOSICION 27.3. Una n-variedad riemanniana (M, g) con curvatura seccional cons-

tante K € R es localmente isométrica al espacio Gg/SO(n).

DEMOSTRACION. Para demostrar que existe una isometria local basta ver que existe

un isomorfismo de geometrias de Cartan

Bo(M) —— Gk

| |

M ——— Gg/SO(n),

donde @ : M — M es el espacio recubridor universal, equipado con la métrica w*g.
Cualquier seccién local s : U € M — M de @ determina una isometria entre U y w 1(U),
y por tanto una isometria local a G/ SO(n). Ahora, la existencia del isomorfismo entre
(BO(M),w) v (Gr,Gr/S0O(n)) se sigue de (TO DO: REF), ya que w es plana. O

DEFINICION 27.4. Una forma espacial es una variedad riemanniana (M, g) completa
y de curvatura seccional constante K.

TEOREMA 27.5. Toda forma espacial n-dimensional con curvatura seccional K, conexa
y simplemente coneza es isométrica a la forma espacial n-dimensional estandar Ei,
definida como

1. Ex =E", si K =0,
2. E’K:S’l‘/ 7 st K >0,y

3. Ex =H{, . si K <0.



86 VI. HOLONOMIA Y ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE

DEMOSTRACION. En (TO DO: REF) hemos demostrado que existe una aplicacién
diferenciable ¢ : M — G /SO(n) = Ex que es una isometria local. Como M es simple-
mente conexa, M=M y por tanto tenemos una isometria local ¢ : M — Ex. Como Ex
es simplemente conexo, basta probar que ¢ es una aplicacién recubridora riemanniana.
Esto quiere decir que ¢ es sobreyectiva y que para todo punto y € Fx existe un entorno
V C Ek de y tal que o= 1(V) = HIEw_l(I) U,, donde cada U, es un entorno de x y
¢|u, : Uz = V es una isometria. Basta entonces probar el siguiente lema. O

LEMA 27.6. Sean M y N wariedades riemannianas conezxas, con M completa, y sea
@ : M — N una isometria local. Entonces ¢ es una aplicacion recubridora riemanniana y

N es completo.

DEMOSTRACION. El hecho clave es que las isometrias preservan las geodésicas. Por
tanto, si 4 es una geodésica en M, entonces ¥ = ¢ o J es una geodésica. Por otra parte,
dado un intervalo I y una geodésica v : I — N con y = v(0) € p(M), para todo
x € ¢ 1(y), podemos considerar la geodésica 7, con 7,(0) = z y 7.(0) = (dz)~1(7/(0)).
Como M es completo, 9, (t) esta definido para todo ¢ € R, y por unicidad de las geodésicas
7 = (p o)l

Para ver que ¢ es sobreyectiva basta ver que su imagen (M) C N es abierta y
cerrada, ya que N es conexa. En efecto, es abierta por ser ¢ un difeomorfismo local.
Ahora, para todo punto y en la adherencia de p(M) existe una geodésica 7 : [0,1] — N
con ([0,1)) € (M) y (1) = y. Para cualquier punto 2 € ¢~!(v(0)) podemos tomar la
geodésica v, : R — M, que por continuidad de ¢ ha de cumplir

0(z(1)) =~(1) = y.

Por tanto y € (M), lo que prueba que ¢(M) es cerrado.
Para todo punto y € N existe una bola B C Ty N de modo que exp, : B — N es un

difeomorfismo sobre su imagen V' := exp, (B). Ahora, para todo = € ¢~ 1(y), definimos
501V = M, expy(v) = exp,((dap) ™ (v)),

y tomamos U, = s,(V). Claramente, ¢ o s, = idy, luego ¢ determina una isometria
U, — V, con inversa s,. Ahora, si z € U, N U,, para x,z' € ¢~ !(y), tomando v € B tal

que ¢(z) = exp,(v), la geodésica
v :[0,1] = N, t = exp,((1 —t)v)

levanta a una geodésica 7,. Por unicidad de las geodésicas, tenemos que 4, = 5,077 = S,/ 07y
y en particular 7,(1) = x = 2. O



Capitulo VII

Introduccién a las clases caracteristicas

28. Polinomios invariantes

28.1. Sea V un espacio vectorial sobre R. Recordemos que habiamos definido el dlgebra
simétrica S(V) = @72, S*(V), y que esta se podia identificar con el dlgebra polinomial
R[V], cuyos elementos son funciones polinomiales en los elementos x1, ..., z, de una base
del espacio dual V*. Supongamos que G es un grupo que actiia en V por transformaciones
lineales; es decir, que existe un homomorfismo de grupos G — GL(V'). Definimos la R-

algebra de funciones polinomiales G-invariantes como el anillo
RIV]Y = {f €R[V]: f(g-v) = f(v).Vg € G}

28.2. Es particularmente interesante el caso en el que G es un grupo de Lie, V = g es

su algebra de Lie y la accién de G en g estd dada por la representacion adjunta
ad : G — GL(g), g — ady.

En este capitulo nos va a interesar dar una descripciéon explicita del algebra R[g]G de
polinomios invariantes por la acciéon adjunta, para lo que nos serd muy util el siguiente

teorema.
TEOREMA 28.3. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Sea G' C G un subgrupo
de Lie y sea g’ su dlgebra de Lie. Supongamos ademds que
g= {adgx’ cg€e G, € g’}.
Denotamos
N={geG:adgg Cyg'}.
La aplicacion de restriccion Rlg] — R[g'] determina un isomorfismo R[g]® — R[g']V.

DEMOSTRACION. Claramente un elemento de R[g]“ restringido a g’ estd en R[g']".
Para probar que la aplicacion R[g]® — R[g’]V es inyectiva, basta ver que para todo

elemento f € R[g]® que cumple que
f(z") =0, para todo 2’ € ¢

se tiene que f = 0. Ahora, por hipétesis, todo elemento x € g es de la forma ady(z), para

g€ Gy eg;por tanto, como f es invariante por la accién adjunta,

Por tanto, f = 0. g

28.4. Podemos usar el resultado anterior para obtener generadores del anillo R[g]“,

donde G es uno de los grupos clasicos. Vamos a ver en particular el caso de G = SO(n); el

87
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resto se obtienen de forma similar, y pueden encontrarse en (TO DO: CITAR:Kobayashi-
NomizuVol2).
Comenzamos considerando un elemento A € so(n) (es decir, una matriz n x n anti-

simétrica) y tomando su polinomio caracteristico
pA(T) = det(TT, — A) = T" + fr(A)T" 7 + fo(A)T" 4 - + fim(A).

Esto nos determina unas funciones fi, ..., f;, € Rlso(n)]. Como el polinomio caracteristico
es invariante por conjugacion, estas funciones pertencen a R[so(n)]5°(™). Nétese que, como
(TT,, — A)T =TT, + A, tenemos que pa(—T) = (—1)"pa(T), con lo cual el coeficiente que
acompana a cada 7", con i impar, se anula.

En el caso en que n = 2m es par, existe otra funcién Pf € R[so(n)], denominada el

pfaffiano, que cumple que
Pf(A)? = f(A) = det(A)

y se define como sigue. Si denotamos A = (a;;);,j, entonces

1 T
Pf(A) = ol Z (—1) HaU(Qifl)U(Zi)-
’ i=1

c€Gam

Equivalentemente, si definimos la 2-forma en R*™
wp = ZAijdxi A dxj,
1<j
entonces
W =Pf(A)dz! A - - dx®™.

En particular, para g € GLa,(R), se tiene que Pf(gAg”) = det(g)Pf(A), luego Pf perte-

nece al anillo de invariantes R[so(n)]5°(™).

TEOREMA 28.5. Sin =2m + 1 es impar, entonces
Rlso(n)]5°™ = R[f1, ..., fm].
Sin = 2m es par, entonces

Rlso(n)]°™ = R[f1,..., fm—1,Pf].

DEMOSTRACION. Definimos 7' C SO(n) como el subgrupo de Lie conexo cuya édlgebra
de Lie t estd formada por las matrices de la forma

0 X
—X1 0

[ml,...,xm] =

—xm 0
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sim = 2m es par, o

—X 0

[T1,..., Ty = h )

si n = 2m + 1 es impar. Toda matriz antisimétrica puede conjugarse por un elemento de
SO(n) a una matriz de la forma anterior. Por tanto, se cumplen las hip6tesis del teorema

previo y tenemos que la restriccién induce un isomorfismo

Rlso(n)]*°") — RY™,

para
N ={A€8S0(n): AtA™! C t}.
Las funciones fi,..., f, evaluadas en un elemento [z1,...,Z,] € t son las funciones
simétricas elementales en las variables (x1)?, ..., (z,,)?, por tanto,

R[f1,. -y fm] = R[($1)2, ) (xm)Q]Gm'

Ahora, para cada par (i,7), con 1 < i < j < m podemos encontrar una matriz A € N tal
que
-1
Az, o @y Ty T AT =20, Ty Ty T

Por ejemplo, para i =1y j = 2 podemos tomar

0 Iy
A=11I, 0
L4
También, para cada i € {1,...,m} podemos encontrar una matriz B € O(n) con BtB~! C
t tal que
Blxy,..., x4 ...,xp) BV =21, =2y T
Por ejemplo, para i = 1, podemos tomar
B—
L2

Ademas, si n es impar, también podemos tomar, en vez de esta B, la matriz

01
10

]Inf?)

B =

—1
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que cumple las misma propiedades, y que ademds es un elemento de SO(n), y por tanto

de N. Esto prueba una igualdad
RIY =R[(x1)%,..., (@m)’]"" =RIf1,. -, fual,
para n = 2m + 1, y por tanto un isomorfismo
Rlso(2m + 1)]SOC™ ) = R[fy ..., fnl-

Si n es par, para cada par (4,7), con 1 < i < j < m podemos encontrar una matriz C' € N
tal que
C[:cl,...,xi,...,xj,...,:cm]A_l =[T1, 0, =iy =T, T

Por ejemplo, para i =1y j = 2, podemos tomar

01
10
C:

Inf4

De aqui concluimos que todo elemento de R[] es una funcién simétrica en las variables
Z1,..-,Tm ¥ que cada uno de sus términos tiene la misma paridad en el grado en cada
una de las variables. En otras palabras, todo elemento f € R[t]Y puede escribirse como

f=g+a1wmh,

para g, h € R[(71)%, ..., (zm)?]. Ademds, como f es simétrica en las variables x1, ..., Ty,
tenemos que g, h € R[(z1)?,..., (2,)%]%" = R[f1,..., fm]. Finalmente, como Pf restringi-

do a t es igual al polinomio x - - z,, y Pf? = f,,, concluimos que
RN =R[f1,. .-, fm1,PI],
y por tanto tenemos un isomorfismo
R[s0(2m)]50C™) = Rfy, ..., frm_1,Pf],

como queriamos probar. O

29. El homomorfismo de Chern—Weil

29.1. Construccion. En esta seccién, vamos a ver cémo, a cada G-fibrado principal

P — M se le puede asociar un homomorfismo de R-algebras
wp : R[g]Y — H*(M,R),

denominado el homomorfismo de Chern—Weil.
Comenzamos fijando una conexién A en el fibrado P, con curvatura Fa € Q%(P;g).
Ahora, para cada elemento homogéneo f € R[g], con k = deg f, definimos la 2k-forma



29. EL HOMOMORFISMO DE CHERN-WEIL 91

F(FA) = f(Fa A" AFy) € Q2(P) como
f(FA)(Xl, o, Xop)

2I<: oTA > (- Xo1), Xo@2)s -+ FA(Xo2k-1): Xo(28))),

g€Goy

para Xi,..., Xor € X(P). Aqui, figx Fox g — R denota la polarizacion de f; es decir,
f es la tinica aplicacién k-lineal tal que f(z) = f(z,...,z).

Recordemos que, equivalentemente, la curvatura puede verse como una 2-forma en M
con valores en el fibrado adjunto ad P, es decir Fy € Q?(M;ad P). Ahora, como f es

ad-invariante, podemos definir la aplicacion

FradP x5 xadP =R, ((0,21)],....[(p,x1)]) = fl@1,... 0.

Esto permite definir una 2-forma f(Fa) = f(Fa A KA Fy) € Q*(M) como

Fy) 2k' > (D F(FaXoys Xo@)s - - FaXo@n-1): Xo(2m))s
c€Gyy
para Xi,..., X9 € X(M). Por construccién, es claro que

f(Fa) =" f(Fa).

TEOREMA 29.2. La 2k-forma f(Fa) es cerrada y su clase de cohomologia de de Rham
wp(f) = [f(Fa)] € H*(M,R)

es independiente de la conexion A.

DEMOSTRACION. Para ver que f(Fj) es cerrada, basta ver que f(F4) lo es (ya que
7 es una sumersion sobreyectiva). Ahora, por construccién f(F4) se anula en los vectores
verticales, luego df (F'a) = mj;df (Fa) y, por la identidad de Bianchi

Af (Fa) = widf (Fa) = f(mdFa AFa A" AFa) 4+ f(FEAN-" A Fa AmiydFa) = 0.

Para ver que no depende de la conexidn, de nuevo, basta ver que f(F4) no depende de
la conexién. Tomemos dos conexiones distintas Ag y A1 en Py consideremos su diferencia

a= A} — Ag € Q'(P;g). Podemos considerar la familia uniparamétrica de conexiones
A = Ay + ta,
con curvaturas
F,=dAi+ A NAp = dAg + tda + (Ao + ta) A (Ag + ta).

En particular,

d R
aFt—doz+a/\At+At/\a:7rHAtda.

Queremos ver que f(Fy4,)— f(Fa,) = dh para cierta forma h, que queremos hallar. Vamos

a construir esta h como

h = k?/ fO[/\Ft /\Ft)d
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En efecto,

1 1
dh:k/ df(aAFtA’?T.l/\Ft)dtzk/ i, df (@ A Fy A A Fdt
0 0

1 1
- k/ F(m, da/\Ft/\l?T'lAFt)dt—i—k/ flanmy, dF, A0 A Rt
0 k 0 k

1 -~ 1 dF, _
+k/ FlanF A ATy, dFt)dt—k/ f <dttAFtA’?.-1AFt> dt
0 ¢ 0
Ld
= [ Gy = () - (E),
0
como queriamos probar. O

29.3. Clases caracteristicas. Supongamos que G es un grupo de Lie cuyo anillo
de invariantes R[g]“ es un anillo de polinomios generado por ciertos polinomios invariantes
fi,.. ., fr € R[g]%; es decir,

Rlg] =R[f1,..., fi]-

Este es el caso, por ejemplo, del grupo SO(n), como hemos visto en la seccién anterior.

Dado un G-fibrado principal P — M, sus clases caracteristicas son las clases de
cohomologia

wp(fi) S H*(M, R).

Por ejemplo, para G = O(n), las clases caracteristicas de un O(n)-fibrado principal

P — M de la forma
pi(P) =wp(f;) € H(M,R)

se denominan las clases de Pontrjagin de P. Ademas, si n = 2m es par, y el fibrado
P admite una reduccién a SO(2m), entonces podemos considerar la clase de Euler de
P, definida como la imagen del pfaffiano Pf € R[so(2m)]50Z™)
Chern—Weil,

por el homomorfismo de

e(P) = wp(Pf) € H*™(M,R).
Es particularmente interesante el caso en el que m: P = Bo(M) — M es el fibrado de

referencias de una variedad riemanniana (M, g), equipado con la conexién de Levi-Civita,
que denotamos por A. En ese caso, se definen las clases de Pontrjagin de M como

pi(M) = pi(Bo(M)),
que estan representadas por las formas ~; € Q(M) que cumplen
Ty = fi(Fa).

Ademds, si M es orientable y de dimensién par n = 2m y fijamos una orientacién en M,
obtenemos una reduccién del grupo de estructura de P a SO(2m) y podemos definir la
clase de Euler de M como

e(M) = e(Bso(M)),

que estd representada por la forma v € Q*™(M) que cumple

'y = Pi(Fy).
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30. El teorema de Chern—Gauss—Bonnet

TEOREMA 30.1 (Teorema de Chern-Gauss—Bonnet). Sea (M, g) una variedad rieman-
niana orientada de dimension par n = 2m y sea e(M) = [v] su clase de Euler, que estd

representada por una forma v € Q*™(M) que cumple
7T*")/ = Pf(FA),

donde A es la conezxion de Levi-Civita de (M, g) (vista como una conexion en el fibrado

de referencias 7 : Bso(M) — M ). Se tiene que

/ Y = @)X (M),
M

donde x(M) es la caracteristica de Euler de M.
Antes de demostrar el teorema, necesitamos un lema previo.

LEMA 30.2. Sea
SM ={(z,X;) € TM : (Xy, Xz)s = 1},

conp: SM — M, (z,X;) — z el fibrado de esferas tangente a M. Eziste una
(2m — 1)-forma II € Q> Y(SM) tal que

dIl = p*v

y tal que, para cada x € M, la integral

Ch, = / II
p~ (=)

es una constante que solo depende de m.

DEMOSTRACION DEL LEMA. Podemos ver el fibrado de referencias Bso(M) como un
SO(2m — 1)-fibrado principal sobre SM por medio de la aplicacién

Bso(M) — SM, (e1,...,eam) — e1.

Por otra parte, podemos considerar el SO(2m)-fibrado principal p*Bso(M) — SM, que
es simplemente la extensién del fibrado anterior por la inclusién natural SO(2m — 1) —
SO(2m).

A partir de la conexién de Levi-Civita A en Bso(M) — M podemos definir dos
conexiones Ag y A; en p*Bgo(M) — SM. En primer lugar, definimos A; simplemente
como el pullback Ag = p* A de la conexion de Levi—Civita. Ahora, podemos proyectar A a
la subélgebra so(2m—1) C s0(2m), lo que determina una conexién en el SO(2m—1)-fibrado
Bso(M) — SM vy, a su vez, esta conexion se puede extender al fibrado p*Bgo (M) — SM,
lo que determina la otra conexién Ag. La diferencia entre estas dos conexiones es una

forma

o= Ay — Ag € Q' (p*Bso (M), s0(2m)).
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Ahora, para cada t € [0, 1], definimos la conexiéon A; = Ay + ta, y denotamos Fy = Fly,.

Finalmente, ponemos
I=-m /Ole(a AF,ATTIA B € Q2L (SM).
Un célculo totalmente andlogo al de la prueba de (TO DO: REF) muestra que
dll = Pf(Fy) — Pf(Fp).
Ahora, como Ay = p*A, tenemos que F} = p*F4, de modo que
PE(F1) = p"Pf(Fa) = p™y.

Por otra parte, como la restriccién del pfaffiano a so(2m — 1) es 0, se tiene que

PE(Fp) = 0,

con lo cual dII = p*v. Como la expresion de II en cada fibra es una expresién universal
que sélo depende de la forma de Maurer—Cartan y las fibras de SM se pueden identificar
con la esfera unidad estdndar S?™~1, la integral fp—l(:p) II en cada fibra es una constante

que tan sélo depende de m. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Sea X € X(M) un campo vectorial que sélo tiene
ceros aislados. Este campo determina una seccién X : M — SM de p, poniendo

Xz = X:!:/HX:rHﬂw

que est4 bien definida en el abierto M’ = M\ {ceros de X}. Laimagen N = X(M') C SM
es una subvariedad de SM con borde. Ademas, su borde ON es difeomorfo, como variedad

orientada, a una unién disjunta
~ -1 indz X.
oN= [ (@)
z€{ceros de X}

aqui, el signo de ind, X indica la orientacién que se le pone a p~!(z). Por tanto, por el
teorema de Stokes

/'Y—/p*’Y—/dH—/ IT= Z inde/ p l(x) = C),ind X.
M N N ON Su

x€{ceros de X}

Por el teorema de Poincaré—Hopf, ind X = x (M), y concluimos que

/M’Y = Cpx(M).

Basta considerar ahora el caso en que M = (S?)™. El término de la izquierda es

/MV = (Area(5%))™ = (4n)™ = (2m)"™ (x(5%))™ = (2m)"x((5*)™),

con lo cual
Cm = (2m)",

como queriamos probar. ]



Capitulo VIII
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